Pewne ujecie metody tablic
analitycznych dla wybranych
rachunkow modalnych

O




StosowaC bedziemy nastepujaca beznawiasowgq
symbolike Lukasiewicza: A — alternatywa, K -
koniunkcja, C — implikacja, N — negacja, L —
koniecznos$¢, M — mozliwosé. Bierzemy pod uwage
modalne rachunki zdaniowe nadbudowane nad
klasycznym rachunkiem zdan, z regula podstawiania,
regula odrywania dla implikacji materialnej i regulg
Godla postaci: (a/La).



Z systemami modalnymi, zgodnie z idea pochodzaca
od Kripkego, mozna wigza¢ struktury relacyjne
(U, R), gdzie: Uz 00 1R 0O U x U. Zbior U nazywamy
zbiorem poziomow (,,Swiatow”, stanow), zas$ relacje
R — relacja dostepnosci (osiggalnosci). Wybor relacji
R uzalezniony jest od wlasnos$ci danego rachunku
modalnego. Niech S bedzie zbiorem wszystkich
wyrazen sensownych dowolnego rachunku modal-
nego. Na strukturze (U, R) okreSlamy wartosScio-

wanie V: S x U - {0, 1}, ktore dla dowolnego m O U
przyjmuje wartosci:



V(p;,,m)=0 0O V(p;, m)=1, p; [JS,
V(INa,m)=1 o V(a, m) =0,

VAam)=1 o (V(aom)=10V (L m) =1),
VIKagm)=1o (V(am) =1LV (L m)=1),
VICaBbm)=1o (V(oom)=1 > V(B m)=1),
V(La,m)=1 o [J(mRn - V(a,n)=1),
ViMa,m)=1 o [J(mRn OV (a,n)=1).



Wyrazenie a nalezagce do danego rachunku
modalnego jest prawdziwe w strukturze relacyjnej
(U, R) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego m /U
1 dowolnego wartoSciowania V spelniony jest

warunek V(a, m) = 1.

Wyrazenie a nalezagce do danego rachunku
modalnego jest tautologiqg tego rachunku, gdy jest
prawdziwe w  kazdej strukturze relacyjnej
okreslonego typu, tzn. z relacja R posiadajaca
okreslone wlasnosci.



Bedziemy rozwaza¢ miedzy innymi takie normalne
rachunki modalne jak: K (rachunek Kripkego), K4,
S4, S5, 894.2,54.3, 84.3,,, S4,,, S5,, (rachunki
Lewisa), T (rachunek Feysa - von Wrighta), B
(rachunek Brouwera), GL (Gédla-Léba) D (rachu-
nek deontyczny), a takze wiele innych. Rozwazane
rachunki mozemy traktowac jako zbiory tez uzyskane
za pomocg trzech regul inferencji (RO, RP oraz RG)
na bazie odpowiednich zbiorow aksjomatow. Ponizej
podamy definicje niektorych z nich.



Niech symbol Ax oznacza zbior aksjomatow klasyczne-
go rachunku zdan. Przyjmujemy nastepujace okresle-
nia:

K = Cn(Ax O {CLCpqCLpLg}),

K4 = Cn(K U {CLpLLp}),

T = Cn(K U {CLpp}),

S4 = Cn(K O {CLpp,CLpLLp}),

B = Cn(T O {CNpLNLp}),

S5 = Cn(B U {CNLpLNLp}),



MYV = Cn(K U {AMLpLp}),

D = Cn(K O {CLpNLNp}),

GL = Cn(K4 O {CLCLppLp}),

S4.2 = Cn(S4 0 {CMLpLMp}),

$4.3 = Cn(S4 U {ALCLpqLCLgp}),

$4.3,,= Cn(S4.2 0 {(Ax),}), n 20, gdzie klase wyra-

zen (Ax),, definiujemy nastepujaco (zob. G.E.Hughes,
Modal logics between S4.2 and S4.3, BSL 9 (1980), 73—77):



(Ax),=ALCLp, ®.LCLp,p,, n =0,

gdzie wyrazenie @, okresSlone jest nastepujaco:

CDo = Dy ¢k+1 = Cpk+1LApk+1 Cpk'

Przyymujemy umowe, ze p,=p,pP, =q¢, P, =T, - - .,Aqq = q.

Mamy wiec:
@,=q, ¢, =Cp,LAp, P, = CqLAqq = CqLq,
@,=Cp,LAp,® = CrLArCqlLq.
(Ax),=ALCLpqLCLqgp,
(Ax), =ALCLp,®,LCLp.,p, = ALCLpCqLqgLCLqp,
(Ax),=ALCLp,®,LCLgp = ALCLpCrLArCqLqLCLqgp.



Dla rozwazanych tutaj normalnych rachunkéw modal-
nych zachodza twierdzenia o pelnosci, gloszace identy-
cznoS¢ zbioru tez oraz zbioru tautologii. Dowody tych
twierdzen dla poszczegolnych rachunkéw opierajg sie
w sposob istotny na wlasnosciach relacji dostepnosci
w zbiorach mozliwych swiatow. Mamy zatem nastepu-
jace twierdzenie:
TW.1 Wyrazenie a jest tezg:

rachunku K wtw, gdy jest prawdziwe w dowolnych
strukturach relacyjnych;



rachunku K4 wtw, gdy jest prawdziwe w klasie struktur
relacyjnych z relacja przechodnig;

rachunku T wtw, gdy jest prawdziwe w klasie struktur
relacyjnych z relacja zwrotna;

rachunku S4 wtw, gdy jest prawdziwe w klasie struktur
relacyjnych z relacja zwrotng i przechodnia;

rachunku B wtw, gdy jest prawdziwe w klasie struktur
relacyjnych z relacja zwrotng i symetryczna;

rachunku S5 wtw, gdy jest prawdziwe w klasie struktur
relacyjnych z relacja rownowaznosciows (tj. zwrotna,
symetryczng i przechodnia);



rachunku GL wtw, gdy jest prawdziwe w Kklasie struktur
relacyjnych z relacjg majaca wiasnos¢ (gl);

rachunku $4.2 wtw, gdy jest prawdziwe w klasie struktur
relacyjnych z relacja zwrotng, przechodnig i zbiezna;

rachunku $4.3 wtw, gdy jest prawdziwe w klasie struktur
relacyjnych z relacja zwrotng, przechodnia i spojna;

rachunku $4.3,, wtw, gdy jest prawdziwe w klasie struktur
relacyjnych z relacjag majaca wlasnosc (s4.3,);

rachunku S4,, wtw, gdy jest prawdziwe w klasie struktur
relacyjnych z relacjag majaca wlasnosc (s4,);

rachunku S5, wtw, gdy jest prawdziwe w klasie struktur
relacyjnych z relacja majacg wilasnosc (s5,,).



metoda syntaktyczna (pewna formula jest teza wtw gdy
posiada dowod formalny na gruncie przyjetych
aksjomatow i regul inferencji),

metoda tablicowa (metoda drzew analitycznych)
o charakterze apagogicznym, przy zalozeniu, ze dla

danego rachunku zachodzi twierdzenie o pelnosci (tutaj
istnieje wiele modyfikacji tej metody — opis i historie tej metody mozna
znalez¢ w R. Goré, Tableau methods for modal and temporal logics, in: M.
D’Agostino et. al. (eds.), Handbook of tableau methods, Kluwer Academic
Publishers, Dordrecht 1999, 297-396),

metoda logiki pytan (zob. D. Leszczynhska: The method of socratic
proofs for normal modal propositional logics, Rozprawa doktorska,
Uniwersytet Zielonogorski, Zielona Géra 2006).



Przyjmujemy, ze dowolne wyrazenie rachunku modal-
nego moze by¢ uznane lub odrzucone w pewnym sto-
pniu (na pewnym poziomie lub w pewnym ,,Swiecie”).
Symbolami F"qa 1 -4™a oznacza¢ bedziemy odpo-
wiednio wyrazenie uznane na m-tym poziomie

(w m-tym ,Swiecie”) 1 wyrazenie odrzucone na m-tym
poziomie (w m-tym ,Swiecie”). Dalej przedstawimy
pewne reguly dekompozycji wyrazen na wyrazenia pro-
stsze w odniesieniu do kazdego spojnika zdaniowego.



Reguly dekompozycji wyrazen

O




Reguly dekompozycji wyrazen

O




Reguly dekompozycji wyrazen

O




Powyzsze reguly pozwalaja dokonac rozkladu wyrazenia
+™mg (a [JS) na wyrazenia prostsze. Powstaje w ten sposob
drzewo rozkladu o postaci szeregowej (koniunkcyjnej) lub
rownoleglej (alternatywnej). Rozklad rownolegly otrzymu-
je sie przy stosowaniu regul np. A" oraz K°. Dekompozy-
cja danego wyrazenia znakowanego polega na wielokro-
tnym stosowaniu powyzszych regul w odniesieniu do wszy-
stkich funktorow wystepujacych w danym wyrazeniu.



Osiggalnos$¢ jednego ,,Swiata” z innego ,Swiata” bedziemy
okreslali za pomocg relacji R o pewnych wlasnosciach
(skorzystamy tutaj z semantyk Kripkego dla rachunkéow
modalnych). Aby zaznaczy¢ fakt, iz Swiat k-ty jest osiggalny
(dostepny) ze Swiata m-tego, bedziemy pisa¢ mRk. Bada-
nie dowolnej formuly @ rachunku modalnego bedzie mialo
charakter apagogiczny. Aby zbadac, czy dana formula jest
tezg danego rachunku modalnego zalozymy, ze jest ona
odrzucona w pewnym $wiecie m. Stosujgc podane poprze-
dnio reguly dekompozycji otrzymamy drzewo rozkladu



wyrazenia 4™a . Jezeli na pewnej ,galezi” drzewa rozkladu
badanej formuly wystapia wyrazenia postaci 4 a oraz +<a
dla pewnego Swiata k, to bedziemy mowili, ze dana galgz
jest zamknieta (albo zawiera sprzecznos¢) . W przeciwnym
przypadku, ze jest otwarta. Jezeli kazda galgZz drzewa jest
zamknieta, to bedziemu mowili, ze drzewo rozkladu jest
zamkniete, w przeciwnym przypadku, ze jest otwarte.



Zachodzi nastepujace twierdzenie:
TW.2
Wyrazenie a jest teza danego rachunku modalnego

wtedy i tylko wtedy, gdy drzewo rozkladu wyrazenia
4™ g jest zamkniete (tj. wszystkie galezie tego drzewa
zawieraja sprzecznos$c), przy zalozeniu, ze relacja R
wystepujaca w regutach dekompozycji (tj. regulach
uznawania i odrzucania) jest dowolng relacja charakte-
rystyczng dla rachunku modalnego.



przyklad 1.
Wykazac, ze wyrazenie CLbNLNp jest teza rachunku D.

(przypomienie: twierdzenie o pelnoéci dla rachunku modalnego D ma postaé:

formula a jest teza sytemu D wtw, gdy jest prawdziwa w klasie struktur relacyj-
nych zrelacja seryjng, tzn spelniajaca warunek:
R jest seryjna wtw, gdy &/ U/1/JU (xRy))

+m CLpbNLNp  {zal.}

FMLp {1, C}
4™ NLNp {1, C}
[](mRn - +"p) {2, L}
F™LNp {3, N}



cd. przykladu 1

O




przyklad 2.

Wykazac, ze aksjomat ALCLpCqLqLCLgp rachunku S4.3, nie

jest teza rachunku S4.2 (przypomienie: twierdzenie o pelnosci dla rachun-
ku modalnego S4.2 ma posta¢: formula a jest teza sytemu S4.2 wtw gdy a jest
prawdziwa w klasie struktur relacyjnych z relacja zwrotng, przechodnia i zbiezna,
tzn spelniajacq warunki: Zx00U (xRx); [k,y,z00U [(xRy OyRz) —» xRz] oraz ostatni
na zbieznosc postaci: Li,y,zOU [(xRy OxRz) —» [t0U (yRt OzRt)])

M ALCLpCqLqLCLqgp {zal.}
4™ LCLpCqLq {1, A}
+4™ LCLgp {1, A}



cd. przykladu 2

O




cd. przykladu 2

O




Ly(k,Rv — +*p) {7,L"}
k Rw, {12, 22, R — przechodnia}

=ip 124, 25}
brak sprzecznosci

Na podstawie przeprowadzonego rozumowania mozna podac
strukture relacyjng (U, R) falsyfikujaca badane wyrazenie.
Niech U={m, k,, L, n, w,}. Relacja R jest opisana za pomoc3a
nastepujacego grafu:



kontrmodel

O




Przy tak przyjetym wartosciowaniu mamy kolejno:
V(Lq, n,)=1oraz V(p, n,)= O, {wybor V, grat R}
V (CLgp, n,)= 0, {1}
V (LCLgp, m)= 0, {2, grat}
V(Lq, k,)=0 oraz V(q, k,)= 1, {wybor V, graf R}
V(CqLq, k)= 0, {4}
V(Lp, k,)=1 {wybor V, graf R}
V(CLpCqLg, k)=0 15,6}



V (LCLpCqLq, m)= O, {7, grat}
V(ALCLpCqLqLCLgp, m)=0 {3, 8}

Przyjmijmy oznaczenia:

= o .= formuta a jest tautologl rachunku modalnego
-a .= drzewo rozktadu wyrgenia4™a jest zamkngte
Zachodzi twierdzenie:

TW.3 }ta wiw Fa




Definicja 1.

Niechg oznacza dowolngalyz drzewa rozktadu wyra-
zenia-ma , natomiastp niech oznacza zmiegrzdaniova.
Jesli 4Mp U g, to przyjmujemy V(p, m) = 0;
jesl FMp O g, to przyjmujemyV(p, m) = 1.
Lemat 1. (dowéd indukeyjny po zizonaici formuty)

Dla dowolnej formutya zachodz warunki:
jesh 4Mg [ g, to V(a, m) = 0O;

jesh FMg g, toV(a, m) = 1.



Niech (U, R) bedzie strukturg relacyjng dla pewnego
rachunku modalnego . Niech S* bedzie dowolnym nie-
pustym zbiorem wyrazen postaci 4“a lub Fvf, gdzie
a, [ sa formulami rachunku modalnego, a u, v 2 U.
Bedziemy mowili, ze Swiat m /U spelia zbior X//S¥,
jesli kazde wyrazenie zbioru X jest postaci F™); dla
dowolnej formuly. Powiemy, ze zbior X//S* jest
spelialny w pewnym modelu Kripkego, jesli istnieja
w tym modelu Swiaty spelniajace zbior X.



Powiemy, ze galaz g drzewa dowodowego D dla for-
muly a jest spelnialna, jesli spelnialny jest jej zbior
punktow. Drzewo dowodowe D bedziemy nazywac
spelialnym, jeSli bedzie istnie¢ spelnialna galaz

w tym drzewie.

Lemat 2.

Niech D, bedzie drzewem powstalym z drzewa D przez
zastosowanie jednej z regul dekompozycji. Jesli drzewo
D jest spelnialne, to drzewo D, tez jest spelnialne.



Lemat 3.
Jeli Fa,to Fa.

Dowod niewprost

Zalézmy, ze | a. Wynika std, ze drzewo dowodowe jest
zamknete, a zatem nie jest oispetnialn. Z drugiej strony
zakladamy,ze a nie jest tautolog, czyli istnieje taki
swiat m, zeV(a, m) = 0. Sad wynika, ze V(Na, m) = 1,
czyli Na jest spetnialna. Na mocy Lematu 2 drzewo roz-
ktadu wyraenia-"Na jest spetnialne, co przeczy zam
knietosci drzewa dowodowego dla formudy,



Aby wykazac¢ pelnos¢ naszej metody wprowadzimy kilka
pomocniczych definicji oraz kilka lematoéw. Nasze reguly
dekompozycji wyrazen znakowanych mozemy podzieli¢ na
cztery grupy:

koniunkcyjne: K+, A7,C*, N7;

alternatywne: K7, A+, C", N+ ;

wkazdy”: L-, M;

spewny”: L™, M".

W dalszych rozwazaniach przyjmijmy oznaczenie: “a bedzie ozna-
czaC dowolng formule a uznang lub odrzucona w pewnym Swiecie.



Definicja 2.

Niech [0 bedzie dowolng rodzing formul znakowanych, tj.
niech 0 O<{X: X 0S*}. Rodzine [0 bedziemy nazywali
odrzuceniowo niesprzeczna , wtw gdy dla dowolnego
Y [ O spelnione beda warunki :

dla dowolnej zmiennej zdaniowej p, co najwyzej jedna z
formul F"p albo 4™p nalezy do Y, (dla dowolnego m);

jesli "a OY, to YO{" B} O 0, gdzie wyrazenie 8 to dowolna
formula znakowana uzyskana z rozkladu koniunkcyjnego

albo ,kazdy”, albo jedna z formul znakowanych z rozkladu
alternatywnego.



Definicja 3.

Niech [0 bedzie rodzing odrzuceniowo niesprzeczng
iniech Z [ S*. Bedziemy mowili, ze rodzina [ jest Z-
zgodna jesli dla kazdego X [ 0 1 dla kazdej formuly
yO Zzbior X O {y} O O.

Zachodza nastepujace fakty, ktére podamy bez dowo-
dOW (zob. P. Borowik, Wybrane klasy logik skoriczenie wielowarto$cio-

wych, Wydawnictwo WSP w Czestochowie, Czestochowa 2003).



FAKT 1.

Niech 0 bedzie rodzing zbioréw odrzuceniowo niesprzeczng dla pewnego
rachunku modalnego. Jezeli X [ [, to jest on spelmialny w pewnym mo-
delu dla tego rachunku.

FAKT 2.

Niech [ bedzie rodzing odrzuceniowo niesprzeczng dla pewnego rachun-
ku modalnego iniech Z [ S* orazrodzina [ jest Z-zgodna. Jezeli X [J [,
to jest on spelnialny w pewnym modelu (U, R, V) dla tego rachunku, w
ktorym kazda formula y O Z jest spelnialna przez kazdy mozliwy $wiat

m U U.
WNIOSEK: Jesli Z 0 [0, to istnieje taki model %, w ktorym ¥ k Z.



L emat 4.

Jeli Fa,to |a.

Dowod.

Zatozmy, ZeJ/a. Wobec powyszegodzrzewcd

nie jest zamkmritte. Istnieje zatem co najmniej |

ktorej punkty tworz zbidér odrzuceniowo nies

owodowe
jednagat

orzeczny. Na

mocy Faktu 2, zbiér ten ma model (kontrmodel),tarkm
badana formuta jest fatszywa (prawdziwa jest jgauga).

Na mocy definicji tautoloqii wynikaZe}/a.




