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Plan na dzis:
o Ogoélne operacje konsekwencji: definicja i wiasnosci
@ Krata operacji konsekwencji, systemy domknie¢
@ Zbiory niesprzeczne, maksymalne, aksjomatyzowalne, niezalezne
@ Reguty wnioskowania
o Reguty dopuszczalne, wyprowadzalne, strukturalne
@ Twierdzenie Lindenbauma o maksymalizacji
o Kilka przyktadéw
o Niestandardowe operacje

Opieramy sie gtéwnie na monografii Completeness Theory for Propositional
Logics Witolda Pogorzelskiego i Piotra Wojtylaka.
Nastepny wyktad:

@ Matryce logiczne

o Konsekwencje matrycowe

@ Problematyka adekwatnosci

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 6 2021 2 /69



Operacje konsekwencji Definicja

o Bedziemy rozwazali przede wszystkim jezyki zdaniowe, czyli zbiory
formut utworzonych ze zmiennych zdaniowych za pomoca funktoréw
zdaniotwdrczych od argumentéw zdaniowych. Najczesciej, cho¢ nie
zawsze, bierzemy pod uwage przeliczalny zbiér zmiennych zdaniowych
oraz skonczony zbiér funktoréw. Najczesciej, cho¢ nie zawsze, s3 to
funktory jedno- lub dwuargumentowe.

e Zaktadamy, ze stuchacze pamietaja definicje zbioru formut jezyka
zdaniowego o podanej liscie funktoréw. Jest to opis syntaktyczny. W
logice algebraicznej podkreslamy natomiast, ze jezyki zdaniowe s3
pewnymi algebrami: algebrami wolnymi, ktérych wolnymi
generatorami s3 zmienne zdaniowe.

@ Sktadnia tych jezykéw w pewnym stopniu przesadza o ich semantyce.
Przede wszystkim chcemy zachowaé¢ zgodnos¢ kategorii
syntaktycznych z (odpowiednio rozumianymi) kategoriami
semantycznymi i ontologicznymi. Chcemy tez zachowa¢ zasady
kompozycjonalnosci znaczen.
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Operacje konsekwencji Definicja

@ Akceptujemy podang przez Witolda Pogorzelskiego ogélna
charakterystyke logiki: logika to usystematyzowany zestaw
niezawodnych regut wnioskowania. Kazdy z wystepujacych w tym
okresleniu terminéw wymaga eksplikacji, co po kolei uczynimy.

o Logika znajduje reprezentacje w postaci systemoéw logicznych,
rozumianych jako tréjki uporzadkowane (L, C,S), gdzie:

@ L jest jezykiem formalnym rozwazanego systemu;

@ C jest pewng operacja, ktéra kazdemu zbiorowi formut z L
przyporzadkowuje pewien zbiér formut; C nazywamy operacja
konsekwencji (rozwazanego systemu);

© S jest semantyka rozwazanego systemu; jest to pewna klasa struktur
relacyjnych (algebr).

@ Niech S = (S, F1,. .., F,) bedzie algebra ustalonego jezyka
zdaniowego. W pewnych kontekstach bedziemy uzywali innego
rodzaju symboli na operacje tej algebry.
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Operacje konsekwencji Definicja

e Odwzorowanie C : p(S) — ¢(S) jest operacja konsekwencji (w jezyku
S) wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich X, Y C S:

Q X C C(X) (zwrotnos¢)
Q jesli X C Y, to C(X) C C(Y) (monotonicznos¢)
@ C(C(X)) € C(X) (idempotencja).

@ Zamiast terminu operacja konsekwencji uzywamy takze terminéw:
operator konsekwencji lub operacja domkniecia (operator domkniecia).

@ Bezposrednio z definicji operacji konsekwencji wynika, ze kazda taka
operacja C spetnia tez warunek: C(C(X)) = C(X) dla wszystkich
X CS.

@ Pojecie operacji konsekwencji pochodzi od Alfreda Tarskiego. W
latach dwudziestych i trzydziestych XX wieku Tarski (we wspétpracy
m.in. z Janem tukasiewiczem i Adolfem Lindenbaumem) opracowat
podstawy metodologii nauk dedukcyjnych.
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Operacje konsekwencji Definicja

Oryginalna aksjomatyka Tarskiego z 1930 roku:
0 IS/ <X
@ Jesli X TS, to X C C(X)CS.
@ Jesli X C S, to C(C(X)) = C(X).
Q Jesli X TS, to C(X)=U{C(Y): YT XA|Y]| <R,}.
@ Istnieje zdanie x € S takie, ze C({X}) =
Dla rachunku zdaniowego (c(x, y) nazwa implikacji, n(x) nazwa negacji w
metajezyku):
e Jeslix,y € S, to c(x,y) € Sin(x)eS.
@ Jesli X CS,y,ze€ S, c(y,z) € C(X), toze C(XU{y}).
0 Jesli X CS,y,ze S, ze C(XU{y}), to c(y,z) € C(X).
e Jeslix € S, to C({x,n(x)}) =S.
e Jesli x € S, to C({x}) N C({n(x)}) = C(0).
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Operacje konsekwencji Definicja

@ Odwotujac sie jedynie do pierwszych czterech oryginalnych
aksjomatéw Tarskiego udowodni¢ mozna np.:
Q Jesli AUBC S, to C(AUB) = C(AU C(B)) = C(C(A) U C(B)).
@ Jesli IC jest niepusta rodzing podzbioréw zbioru S i dla wszystkich

X, YeKmamy XCYIlubY C X, to C(U X)= U C(X).
XeK XeK

e Dla przyktadu, udowodnimy 1). Na mocy zwrotnosci C mamy:
AUBCAUC(B)C C(AUC(B)CS.

@ Na mocy monotonicznosci C mamy:
C(AUB) C C(AUC(B)) C C(C(A)uC(B)).

@ Poniewaz C(A) C C(AUB)C Si C(B)C C(AUB)C S, wiec
C(A)uC(B)C C(AuB)CS.

e Stad C(C(A)U C(B)) C C(C(AU B)), a na mocy idempotencji C
mamy C(C(AUB)) = C(AUB).

e Tak wiec, C(AUB) = C(AUC(B)) = C(C(A)UC(B)). O
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Operacje konsekwencji Definicja

Zachecamy stuchaczy do samodzielnej lektury tekstéw zrédtowych, ktérych
polskie ttumaczenia podaje sie w: Alfred Tarski Pisma logiczno-filozoficzne.
Tom 2 Metalogika. (Wybrat, przetozyt, redakcji naukowej dokonat,
przypisami opatrzyt i wstepem poprzedzit Jan Zygmunt), Warszawa:
Wydawnictwo Naukowe PWN, 2001.

e Jan tukasiewicz, Alfred Tarski: Badania nad rachunkiem zdan (3-30).
o Alfred Tarski: Podstawowe pojecia metodologii nauk dedukcyjnych
(31-92).

Poréwnanie wspétczesnego przedstawienia zagadnien logicznych (i
matematycznych) w podrecznikach z wprowadzeniami tych zagadnien w
odnosnych tekstach zrédtowych pozwala lepiej zrozumie¢ dynamike rozwoju
logiki matematycznej i matematyki.
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o Konsekwencja jatowa (idle): Id(X) = X dla wszystkich X C S.

o Konsekwencja odrzucajaca. Niech C bedzie operacja konsekwencji w
jezyku S. Okreslamy operacje C_1:
C1(X)={aeS: XN C{a}) # 0}.
Wtedy operacja C_1 tez jest operacjy konsekwencji, nazywana
konsekwencja odrzuceniowg. Formuta « jest odrzucona na gruncie
zatozen X, gdy istnieje formuta § € X taka, ze 5 wynika z .

e Operacja Sub® przyporzadkowujaca kazdemu podzbiorowi X algebry
A najmniejsza podalgebre Sub®(X) algebry A generowana przez X
spetnia warunki operacji konsekwencji.

e Operacja Cg” przyporzadkowujaca kazdemu podzbiorowi X C A x A
najmniejsza kongruencje Cg”(X) algebry A generowana przez X
spetnia warunki operacji konsekwencji.

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 6 2021 9/ 69



o Na wyktadzie Logika | omawiano aksjomatyczne ujecie klasycznego
rachunku zdan. Podano tez definicje pojecia dowodu formuty jezyka
tego rachunku w oparciu o zbiér aksjomatéw A i regut wnioskowania
R i pojecia wyprowadzenia formuty ze zbioru zatozen X.

@ Operacja konsekwencji zwigzana z takim systemem dowodowym to
funkcja C, ktéra kazdemu zbiorowi X formut jezyka tego rachunku
przyporzadkowuje zbiér C(X) ztozony ze wszystkich formut, ktére
wyprowadzi¢ mozna z zatozen X (przy uzyciu aksjomatéw ze zbioru A
i regut wnioskowania ze zbioru R).

o Zaktadamy, ze stuchacze poznali takze metode tablic analitycznych dla
klasycznego rachunku zdan. Operacja konsekwencji C, wyznaczona
przez te metode dowodowa przyporzadkowuje kazdemu zbiorowi X
formut jezyka tego rachunku zbiér C(X) wszystkich formut, ktére
posiadaja tablicowe wyprowadzenie ze zbioru zatozen X.

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 6 2021 10 / 69



(O TEYSTW R ETWVENTSTI  \Wybrane wtasnosci operacji konsekwencji

Niech Fin(X) oznacza rodzine wszystkich skonczonych podzbioréw zbioru
X. Moéwimy, ze operacja domkniecia C jest:
e finitystyczna, gdy C(X) = U{C(Y):Y € Fin(X)} dla wszystkich
XCS;
e zwarta, gdy dla kazdego Y C S istnieje X € Fin(Y) taki, ze: jesli
C(Y)=S5,to C(X)=S;
@ niesprzeczna, gdy C(0) # S;
e zupetna (w sensie Posta), gdy C({a}) = S dla kazdego o ¢ C({0}).
@ sprzeczna, gdy C(X) = S dla wszystkich X C S.

Finitystyczna. W wiekszosci zastosowain mamy do czynienia z
finitystycznymi operacjami konsekwencji. Jesli jednak korzystamy z
niefinitarnych regut wnioskowania (np. z w-reguty), to oparta na nich
operacja konsekwencji nie jest finitystyczna.

Zwarta. Finitystyczna operacja konsekwencji C jest zwarta wtedy i tylko
wtedy, gdy C({aa,...,an}) = S dla pewnych a1, ..., ap.
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(O TEYSTW R ETWVENTSTI  \Wybrane wtasnosci operacji konsekwencji

@ Zupetna. Klasyczny rachunek zdan, w wersji aksjomatycznej, z
regutami odrywania i podstawiania, jest zupetny w sensie Posta. Niech
bowiem ¢ bedzie dowolng formuta jezyka tego rachunku, nie bedaca
teza, czyli nie nalezaca do C()) (niewyprowadzalng z aksjomatéw).
Niech 1) bedzie koniunkcyjng postaciag normalna formuty ¢. Wtedy 1
takze nie jest tezg. Oznacza to, ze przynajmiej jedna z alternatyw
elementarnych £ wystepujacych w 1) nie zawiera zadnej pary
komplementarnych literatéw. Zastgpimy teraz w £ kazda zmienng
niezanegowana przez p, a kazda zmienna zanegowana przez —p.
Witedy & przeksztatcona zostanie w alternatywe pV pV ...V p, a ta
alternatywa jest réwnowazna z p. Jesli zatem dodamy do aksjomatéw
formute ¢, to teza bedzie 1), a takze &, i wreszcie réwniez p. Gdy
podstawimy —p za p, otrzymamy sprzecznosc.

e Klasyczny rachunek zdan (z reguta odrywania, bez reguty
podstawiania) w wersji inwariantnej (czyli takiej, ze aksjomatami sa
schematy formut, a nie konkretne formuty) nie jest zupetny w sensie
Posta.
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Operacje konsekwencji Krata operacji konsekwencji

e Ogot wszystkich operacji konsekwencji w S jest czeSciowo
uporzadkowany przez relacje < zdefiniowang nastepujaco: G < &
wtedy i tylko wtedy, gdy Ci(X) C Gy(X), dla wszystkich X C S.

o Nastepujace warunki s réwnowazne:

Q G<C
9C20C1:C2
°C10C2:C2.

e Dla dowolnej rodziny {C; : t € T} operacji konsekwencji definiujemy

operacje A\ C;oraz \/ G
teT teT

o ( /\ C)(X) =M{G(X): te T}
Q ( \/ C)(X) =N{C(X) : G < C dla wszystkich t € T} dla wszystkich
X Q S.

Witedy zachodza nastepujace fakty dotyczace uporzadkowania ogétu
konsekwencji w S przez relacje <:
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Operacje konsekwencji Krata operacji konsekwencji

/\ C:oraz \/ C; sa operacjami konsekwencji.
teT teT

(A G)X)={Y : X CY = C(Y)dla wszystkich t € T}.
teT
Rodzina wszystkich operacji konsekwencji nad S jest krata zupetna z
porzadkiem kratowym < oraz kresami okreslonymi wzorami:
inf{Ct te T} = /\ Ct
teT
sup{C;:teT}=V G

teT
Elementem najwiekszym w tej kracie jest konsekwencja sprzeczna.
Elementem najmniejszym jest operacja konsekwencji jatowej Id
okreslona wzorem Id(X) = X dla wszystkich X C S.

Jesli wszystkie operacje ze zbioru {C; : t € T} s3 finitystyczne, to

operacja \/ C; tez jest finitystyczna.
teT
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(O TEYSEN R ELTWVENTSTI  Systemy domknigé

e Moéwimy, ze zbiér formut X C S jest C-domkniety, gdy X = C(X),
czyli gdy X jest punktem statym operacji C. Niech
Th(C)={XCS:X=C(X)}

@ Rodzina wszystkich zbioréw C-domknietych jest jest zamknieta na
iloczyny, tj.: C((N{C(Xe):te T})={C(X¢):te T}

@ Rodzina ta nie jest jednak domknieta na sumy. Jesli C jest
finitystyczna, a {X; : t € T} jest C-tanicuchem zbioréw (formut), to:
C(U{C(X:):teThH =U{C(Xe):t e T}.

@ Rodzina wszystkich zbioréw C-domknietych jest krata zupetna (z
inkluzja jako porzadkiem kratowym), z elementem najmniejszym C(0)
oraz elementem najwiekszym S.

o Kresy rodzin {X; : t € T} zbioréw C-domknietych wyznaczone sa

inf{X,:te T} ={X:teT)
sup{X;:te T} =C(U{X::t € T})
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(O TEYSEN R ELTWVENTSTI  Systemy domknigé

@ Przypominamy, ze rodzina zbioréw X jest systemem domknigé, jesli
iloczyn kazdej podrodziny rodziny X" jest elementem X

o Widzimy wiec, ze rodzina wszystkich zbioréw C-domknietych jest
systemem domknigé¢, dla dowolnej operacji konsekwencji C.

@ Zachodzi takze implikacja odwrotna: dowolny system domknieé¢
wyznacza pewng operacje konsekwencji.

@ Jesli mianowicie X jest systemem domknie¢ (rodzing podzbioréw
zbioru S, zamknieta na iloczyny), to definiujemy:
C(X)=(N{Y eX: XY} dla dowolnego X C S.

@ Mozna sprawdzi¢, ze tak okreslona funkcja C jest operacja
konsekwencji.

@ Dla dowolnych operacji konsekwencji C; i C; w S nastepujace warunki
s réwnowazne:

Q G<G
Q Th(G) C Th(G).
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(O TEYSEN R ELTWVENTSTI  Systemy domknigé

@ Niech X bedzie rodzing zbioréw formut. Méwimy, ze:

© Rodzina X jest skierowana w gére, gdy dla wszystkich X, Y € X
istnieje Z € X taki, ze XUY C Z.

@ Rodzina X jest induktywna, gdy |J) € X dla kazdej skierowanej w
gére podrodziny Y C X.

o Niech | # 0, X; zbiér formut dla kazdego i € I, V (ultra)filtr w p(/).

o Niech a € N {Xj : i € I} wtedy i tylko wtedy, gdy
{iel:aecX}eV.

@ Zbior (g {Xi: i € I} nazywamy (ultra)produktem zbioréw X;
wzgledem (ultra)filtru V.

@ Moéwimy, ze rodzina X' zbioréw formut jest zamknieta wzgledem
(ultra)produktéw, gdy (N {Xi: i € I} € X dla kazdej rodziny
{Xi:iel} CXikazdego (ultra)filtru V w p(/).
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(O TEYSEN R ELTWVENTSTI  Systemy domknigé

o Lemat. N {Xj:iel} =U{{Xi:ie F}:F eV}, dla wszystkich
filtrow V w p(1). O
@ Twierdzenie. Nastepujace warunki s3 réwnowazne dla dowolnej
operacji konsekwencji C:
@ C jest finitystyczna.
@ Rodzina Th(C) jest induktywna.
© Rodzina Th(C) jest zamknieta na ultraprodukty.

o Fragment dowodu. Dla przyktadu, pokazemy implikacje
1) — 2) — 3). Caty dowdd znalez¢ mozna w monografii Ryszarda
Wojcickiego Lectures on Propositional Calculi.

@ 1) — 2). Zatézmy, ze C jest finitystyczna operacja konsekwencji i
wezmy dowolna niepusta skierowang w gére rodzine X C Th(C).

e Jesli a € C(|JX), to istnieje skonczony zbidr Xo C | J X taki, ze
o€ C(Xo)

@ Oznacza to, ze istnieje skonczona podrodzina Xy C X taka, ze
(A C(U Xo).
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(O TEYSEN R ELTWVENTSTI  Systemy domknigé

@ Poniewaz X jest skierowana w gére, wiec | JXp C Y dla pewnego
Y € X. W konsekwencji, « € C(Y) =Y CJX.
e Mamy zatem C(|J&) C |JX, a poniewaz odwrotna inkluzja jest
oczywista, wiec |JX € Th(C), czyli Th(C) jest induktywna.
@ 2) — 3). Zatézmy, ze Th(C) jest induktywna. Niech
X ={Xj:iel} C Th(C) i niech V bedzie ultrafiltrem w (/).
o Zdefiniujmy X* = {(\{Xi: i€ F}: F € V}. Wtedy (" X* € Th(C).
o Jesli X =({Xi:ieF}aY={Xi:ie€ G} dla pewnych
F,GeV,toXUY C{{Xi:ie FNG}.

@ Poniewaz F N G € V, wiec rodzina X jest skierowana w gére. Na
mocy powyzszego lematu (g X = [JA™, a na mocy induktywnosci
Th(C) mamy |J X* € Th(C). O
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[ TEYSTN R ETWVENTSTI  Szczegdlne rodzaje zbioréw

o Powiemy, ze zbior X C S jest:

o
o

o

C-niesprzeczny, gdy C(X) # S;

C-maksymalny, gdy X jest C-niesprzeczny oraz C(X U {a}) =S dla
kazdego a ¢ C(X);

C-aksjomatyzowalny, gdy istnieje skonczony zbiér Y taki, ze

C(X) = C(Y);

C-niezalezny, gdy o ¢ C(X — {a}), dla kazdego a € X.

niektére wtasnosci tych pojec:

Jesli X jest zbiorem C-maksymalnym, to C(X) jest elementem
C-maksymalnym w rodzinie wszystkich zbioréw C-domknietych i
C-niesprzecznych.

Jesli C jest finitystyczna, to zaden nieskoficzony zbiér C-niezalezny nie
jest C-aksjomatyzowalny.

Jesli X jest C-niezalezny, to dla dowolnych Y, Z C X: Y C Z wtedy i
tylko wtedy, gdy C(Y) C C(2).
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[ TEYSTN R ETWVENTSTI  Szczegdlne rodzaje zbioréw

o Dla przyktadu, udowodnimy, ze jesli istnieje zbiér, ktéry nie jest
C-aksjomatyzowalny, to to rodzina wszystkich C-aksjomatyzowalnych
i C-domknietych zbioréw jest nieskonczona.

@ Dowéd. Zatézmy, ze X nie jest C-aksjomatyzowalny.

@ Przypusémy, ze rodzina {C(Y) : Y € Fin(X)} jest skoniczona. Niech
{C(Y): Y e Fin(X)} ={C(Y1),...C(Yn)} dla pewnych
Yi,..., Yn € Fin(X).

e Niech Yo= U Vi

1<i<n
e Wtedy Yp € Fin(X) i Y C C(Yp) dla wszystkich Y € Fin(X).
e A zatem C(X) C C(Yp), czyli X jest aksjomatyzowalny, wbrew
zatozeniu.
@ Oznacza to, ze rodzina {C(Y) : Y € Fin(X)} jest nieskonczona.

o W konsekwencji, takze rodzina wszystkich C-aksjomatyzowalnych i
C-domknietych zbioréw jest nieskonczona. O
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[ TEYSTN R ETWVENTSTI  Szczegdlne rodzaje zbioréw

o Konsekwencja tych wtasnosci sa m.in. nastepujace ustalenia dotyczace
mocy pewnych rodzin zbioréw dla finitystycznej operacji konsekwencji
C nad przeliczalnym jezykiem S, dla ktorej istnieje nieskoriczony zbiér
C-niezalezny:

@ Istnieje kontinuum zbioréw o postaci C(X).

@ Istnieje przeliczalnie wiele zbioréw o postaci C(X), gdzie X jest
zbiorem skonczonym.

© Istnieje kontinuum zbioréw o postaci C(X), gdzie C(X) nie jest
C-aksjomatyzowalny.

@ Niech np. operacja konsekwencji C bedzie okreslona w jezyku
S ={a, b, c} poprzez warunki:

Q C(0) =0, C({a}) = {a}, C({b}) = {b}
Q@ C({c})=C({a,b}) = C({a,c}) = C({b,c}) = C(5) =S

@ Zbiér C(0) jest C-niesprzeczny, ale istniejg dwa rézne maksymalne
C-niesprzeczne jego nadzbiory, a mianowicie C({a}) i C({b}).

o Ciekawsze przyktady zbioréw C-niesprzecznych, C-maksymalnych,
C-aksjomatyzowalnych i C-niezaleznych, dla konkretnych operacji
konsekwencji C podamy pozniej.
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[ TEYSTN R ETWVENISTI  Wnioskowania i reguty wnioskowania

@ Przez regute wnioskowania w S rozumiemy dowolnga relacje
rC p(S)xS.

@ Poprzedniki relacji r nazywamy zbiorami przestanek reguty r, a jej
nastepniki wnioskami tej reguty.

@ Ogot regut wnioskowania w S oznaczamy przez Rs.

@ Reguty z pustym zbiorem przestanek nazywamy regutami
aksjomatycznymi.

o Jedli r jest reguta wnioskowania oraz (X, a) € r, to pare (X, «)
nazywamy sekwentem reguty r (to terminologia z monografii
Pogorzelski, Wojtylak 2008; W¢jcicki 1984 uzywa terminu
wnioskowanie dla dowolnej pary (X, «)).

o Czesto uzywamy nastepujacej notacji dla sekwentéw danej reguty:

r.=—.
«

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 6 2021 23 / 69



[ TEYSTN R ETWVENISTI  Wnioskowania i reguty wnioskowania

@ Najczesciej (cho¢ nie zawsze) ograniczamy sie do regut wnioskowania
o skoriczonych zbiorach przestanek. Ponadto, zwykle wszystkie
sekwenty danej reguty maja ustalona budowe skfadniowa; mozemy
wtedy regute zapisywa¢ w postaci schematycznej, jak np. w znanym
przypadku reguty modus ponens (reguty odrywania), gdy rozwazany

jezyk zawiera funktor —: %

o Kazda pare (R, X), gdzie R C Rs, a X C S nazywamy systemem
logiki zdan (albo: logika zdaniowa). Jesli L = (R, X) jest logika
zdaniowa, to méwimy, ze:

© R jest zbiorem regut pierwotnych L
@ X jest zbiorem aksjomatéw L.

@ Zaktadamy, ze stuchacze znaja przyktady regut wnioskowania na
gruncie zaréwno logiki zdaniowej, jak i logiki pierwszego rzedu z
kurséw logiki oferowanych na pierwszych dwéch latach studidw
kognitywistycznych.
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Operacje konsekwencji Konsekwencje wyznaczone przez reguty wnioskowania

@ Oprocz rozwazan dotyczacych operacji konsekwencji pojmowanych
catkiem ogélnie, w mysl podanej uprzednio definicji, interesujace i
wazne jest badanie operacji konsekwencji wyznaczonej przez zesp6t
regut wnioskowania (oraz, ewentualnie, zestaw aksjomatéw).

o W praktyce, gdy méwimy o wnioskach uzyskanych z jakiegos zbioru
przestanek, zazwyczaj odwotujemy sie do metod, za pomoca ktérych
wnioski te mozna uzyskaé: zazwyczaj sg to po prostu stosowne reguty
wnioskowania.

@ Ponadto, jak zobaczymy za chwile, kaZda operacja konsekwencji moze
zosta¢ przedstawiona jako operacja konsekwencji generowana poprzez
pewien zestaw regut wnioskowania (oraz, ewentualnie, zestaw
aksjomatéw).
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Operacje konsekwencji Konsekwencje wyznaczone przez reguty wnioskowania

e Niech Cld(R, X) oznacza, ze zbiér formut X jest zamkniety na
wszystkie reguty ze zbioru R: Cld(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich r € R, wszystkich P C S i wszystkich « € S: jesli
(P,a)€roraz PC X, to a € X.

@ Dla dowolnych X C S oraz R C Rg niech:
C(R,X)=({Y CS:XC Yoraz Cld(R,Y)}.

e Wtedy C(R, X) jest C-najmniejszym zbiorem zawierajacym X i
zamknietym na wszystkie reguty z R. Zachodza nastepujace fakty:

@ Dla dowolnych: X C S oraz R C Rs: C(R,X) = X wtedy i tylko
wtedy, gdy Cld(R, X).

© Zatézmy, ze rozwazamy jedynie reguty o skonczonych zbiorach
przestanek. Wtedy: o € C(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
formalny dowdd o na gruncie systemu o zatozeniach X i regutach
wnioskowania R, czyli gdy istnieje skonczony ciag formut oy, ..., a,
taki, ze « jest identyczna z «, oraz dla wszystkich i < n: albo «a; € X,
albo (P, «;) € r dla pewnych r € R oraz P C S.
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Operacje konsekwencji Konsekwencje wyznaczone przez reguty wnioskowania

e Kazda para o postaci (R, X), gdzie R C Rg pozwala okresli¢ pewna
operacje Cr x konsekwencji nad S: Cg x(Y) = C(R,X U Y). Dla
X = () bedziemy zamiast Cg x pisali po prostu Cg.

e Twierdzenie. Dla kazdej finitystycznej operacji konsekwencji C
istniejg: zbior X C S oraz zbiér R C Rs takie, ze C = Cg x.

e Dowdd. Dlaa € Si P € Fin(S) — {0} niech (P, ) € r wtedy i tylko
wtedy, gdy o € C(P).

e Wtedy C(Y) C C({r}, C(0) U Y) dla wszystkich Y C S.

@ Poniewaz C jest operacja konsekwencji, wiec jesli (P, ) € ri
P C C(Y), toae C(Y).

e Oznacza to, ze C(Y) jest zamkniety na r, a zatem
C{r}, C(D)UY)CC(Y). O

Dowodzi sie réwniez, ze dla kazdej operacji konsekwencji C istnieje zbiér
R C Rg taki, ze C = Ckg.
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Operacje konsekwencji Konsekwencje wyznaczone przez reguty wnioskowania

e Jesli C = C(R, X), to pare (R, X) nazywamy baza dla C.

@ Dana operacja konsekwencji moze mie¢ wiele réznych baz.
@ Kazda para (R, X) jednoznacznie wyznacza operacje konsekwengji

C(R, X).

@ Operacje konsekwencji wyznaczone przez reguty mozemy tez
definiowa¢ indukcyjnie. Niech R bedzie dowolng rodzing regut
wnioskowania w S. Przez operacje konsekwencji w S wyznaczona
przez R C Rs rozumiemy kazda funkcje C : 2% — 25 zdefiniowana
indukcyjnie nastepujacymi warunkami dla dowolnego zbioru formut X:

Q CO(R,X)=X

@ C(R,X)= CK(R,X)U{a€eS:(3re R)3PC
CH(R, X)) (P,a) € r}

@ C(R,X)=U{CKR,X): keN}.

e Wyrazenie a € C(R, X) czytamy: « jest wyprowadzalna z X za
pomoca regut nalezacych do R. Ta notacja jest zgodna z
wprowadzona poprzednio.
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Operacje konsekwencji Reguty dopuszczalne i wyprowadzalne

e Zbiér Adm(R, X) wszystkich regut dopuszczalnych ze wzgledu na
X C Si R C Rg definiujemy nastepujaco: r € Adm(R, X) wtedy i
tylko wtedy, gdy C(RU {r}, X) C C(R, X).
e Zbiér Der(R, X) wszystkich regut wyprowadzalnych ze wzgledu na
X C Si R C Rg definiujemy nastepujaco: r € Der(R, X) wtedy i tylko
wtedy, gdy C(RU{r},XUY) C C(R,XUY), dla wszystkich Y C S.
@ Bezposrednio z tych definicji wynika, ze:

Q r € Adm(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cld({r}, C(R, X ))
@ r € Der(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cld({r}, C(R,X UY)), dla
wszystkich Y C S.

e Ponadto Der(R, X) = N{Adm(R, XU Y):Y C S}.
e Der(R, X) C Adm(R, X), inkluzja odwrotna w ogélnosci nie zachodzi.
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Operacje konsekwencji Reguty dopuszczalne i wyprowadzalne

@ Reguta r jest zatem dopuszczalna ze wzgledu na X i R wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego P C S oraz kazdej a € S: jesli (P, ) € r i
P C C(R,X), toa € C(R,X).

@ Regufa r jest zatem wyprowadzalna ze wzgledu na X i R wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego P C S oraz kazdej a € S: jesli (P, ) € r, to
aec C(R,XUP).

@ Reguta r jest dopuszczalna w systemie logicznym (X, R), gdy
dotaczenie jej do regut pierwotnych R tego systemu nie zmienia zbioru
jego tez.

@ Reguta r jest wyprowadzalna w systemie logicznym (X, R), gdy
dotaczenie do zbioru X aksjomatéw systemu (X, R) przestanek P z
dowolnego jej sekwentu (P, «) € r powoduje wyprowadzalno$¢ o w
systemie (X, R).
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Operacje konsekwencji Reguty dopuszczalne i wyprowadzalne

@ Niech r, bedzie reguta podstawiania, a r reguta o schemacie % w
jezyku S, klasycznego rachunku zdan.

e Zatézmy, ze (¢, ) € r i p € C(r,C(re,{p — p})).

e Wtedy ¢ € C(r,{p — p}) oraz
¥ e C(r, {p = p}) € C(r, C(r; {p = p}))-

o Tak wiec, r, € Adm(r, C(r, {p — p}))

e Mamy jednak r, ¢ Der(r, C(r., {p — p})), poniewaz (p,q — s) € r,
ale g > s ¢ C(r, C(r, {p = p}) U{p}) = C(r, {p = p}) U {p}.

o Pokazalismy zatem, ze istnieja reguty dopuszczalne w danym systemie,
ktére nie s3 wyprowadzalne w tym systemie.
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Operacje konsekwencji Reguty dopuszczalne i wyprowadzalne

@ Dla dowolnych R oraz X:

Q R C Adm(R, X)
@ Adm(Adm(R, X)) = Adm(R, X)

@ Operacja Adm nie jest jednak ani monotoniczna ani finitystyczna.
e Dla dowolnych R oraz X:

@ R C Der(R, X)

Q Jesli R C R, to Der(R, X) C Der(R’, X)
© Jesli X C Y, to Der(R, X) C Der(R,Y)
@ Der(Der(R, X), X) = Der(R, X)

@ Operacja Der nie jest jednak finitystyczna.
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Operacje konsekwencji Poréwnywanie systeméw logicznych

e Moéwimy, ze (R, X) jest podsystemem (Ry, X1) (i piszemy wtedy
(R, X) < (R1,X1)) wtedy i tylko wtedy, gdy: X C C(Ry, X1) oraz
R g Der(Rl,Xl).

e Jesli (R, X) < (Ry, X1), to:

@ Der(R, X) C Der(Ry, X1)
@ C(R.X)C C(Ry,X,).

o Widzimy zatem, ze formuty i reguty wyprowadzalne w podsystemie
danego systemu, sa réwniez wyprowadzalne w tym systemie. Z faktu,
ze (R, X) < (Ry, X1) nie wynika jednak ani inkluzja
Adm(R, X) € Adm(Ry, X1), ani inkluzja do niej odwrotna.

e Jesli X oraz X; sa niepuste, to: (R, X) < (R, X1) wtedy i tylko
wtedy, gdy Der(R, X) C Der(Ry, X1).
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Operacje konsekwencji Poréwnywanie systeméw logicznych

@ Relacja < jest zwrotna i przechodnia. Wyznacza zatem relacje
réwnowaznosci ~== N(<)~*. Jesli (R, X) =~ (Ry, X1), to

@ Der(R, X) = Der(Ry, X1);
e C(R,X) = C(Rl,Xl);
© Adm(R, X) = Adm(Ry, X1).
o Jesli X oraz X; sa niepuste, to (R, X) = (R, X1) wtedy i tylko wtedy,
gdy Der(R, X) = Der(Ry, X1).
@ Zachodza nastepujace fakty:
@ (R, X) = (Der(R, X), X)

Q@ (Der(R, X), X) ~ (R, C(R, X))

© (R. C(R. X)) ~ (Der(R, X), C(R, X))

Q (Der(R, X), C(R, X)) < (Adm(R, X), X)

© (Adm(R, X), X) =~ (Adm(R, X), C(R, X)).
Bedziemy uzywa¢ symbolu < dla < —(<)~. Mamy np.:

(R, X) < (Adm(R, X), C(R, X)).
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Operacje konsekwencji Poréwnywanie systeméw logicznych

@ Zachodza nastepujace fakty, dla dowolnych X, X; C S oraz
R, Ry C Rs:
O (R, X) = (Ry, X1) wtedy i tylko wtedy, gdy Cr x < Cr, x,;
Q (R, X) =~ (Ry, X1) wtedy i tylko wtedy, gdy Cg x = Cr, x,-
o Tak wiec, porzadek kratowy < w kracie wszystkich operacji
konsekwencji moze by¢ uwazany za generowany poprzez porzadek <.

@ Pojecia: reguty wyprowadzalnej i reguty dopuszczalnej (sformutowane
dla systeméw o postaci (R, X)) moga wiec tez zosta¢ wyrazone z
uzyciem pojecia operacji konsekwencji:

© r € DER(C) wtedy i tylko wtedy, gdy a € C(P), dla wszystkich
(P,a) er;

@ r € ADM(C) wtedy i tylko wtedy, gdy: jesli P C C(0), to o € C(0),
dla wszystkich (P, a) € r.

o Wsréd wszystkich systeméw, generujacych dana operacje konsekwencji
role wyrézniong petni system (DER(C), C(0)), nazywany systemem
domknietym logiki zdaniowe;j.
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Operacje konsekwencji Reguty strukturalne

o Jak pamietamy z elementarnego kursu logiki, regufa podstawiania
(formut za zmienne zdaniowe w KRZ) ma bardzo szczegélny
charakter: odwotujemy sie w niej do pewnej (algebraicznej) operacji,
inaczej niz w przypadku regut w rodzaju np. modus ponens, gdzie
odwotujemy sie jedynie do wtasnosci syntaktycznych (ksztattu
przestanek oraz wniosku).

o Niech At oznacza zbiér formut atomowych (zmiennych zdaniowych)
rozwazanego jezyka. Kazde podstawienie, czyli odwzorowanie
e : At — S moze w sposéb jednoznaczny zosta¢ rozszerzone do
endomorfizmu h¢:S — S.

@ Wynik (jednoczesnego) podstawienia w formule o wyznaczonego przez
wartosci e(p;) = i, dla wszystkich zmiennych zdaniowych p1, ..., p,
wystepujacych w a moze by¢ poprawnie oznaczany przez
alpi/71,- -+ Pn/7n]. Rozumie si¢ przez to, ze
he(a) = a[Pl/’}/l, ) pn/fYn]'
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Operacje konsekwencji Reguty strukturalne

e Definiujemy regute podstawiania r. w S: ({a}, 8) € r. wtedy i tylko
wtedy, gdy 8 = h®(«), dla pewnego podstawienia e : At — S.

@ Reguta r, okreslona moze takze by¢ poprzez schemat: r, : % dla
wszystkich « € S oraz wszystkich e : At — S.

@ Operacja konsekwencji wyznaczona przez regute podstawiania jest
oznaczana przez Sb. Tak wiec, dla kazdego X C S:

Sb(X) = C({r},X) ={a:a € hé(X) dla pewnego e : At — S}.

e Mowimy, ze reguta r € Rg jest strukturalna, co zapisujemy
r € Struct, wtedy i tylko wtedy, gdy: jesli (P,«a) € r, to
(h*(P), h*(«)) € r, dla wszystkich e : At — S.

@ Zwykle rozwazane reguty KRZ sa strukturalne, oprécz reguty
podstawiania.

@ Bardzo ogélnikowo mozna przedstawié¢ strukturalnosé regut jako
stosowalnos¢ do wszelkich przestanek o ustalonej strukturze
wyznaczonej na ogét ich funktorem gtéwnym. Pogorzelski:
Elementarny stownik logiki formalnej, 416.
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Operacje konsekwencji Reguty strukturalne

e Moéwimy, ze system (R, X) (gdzie R C Rs, X C S) jest niezmienniczy
(co zapisujemy: (R, X) € Inv), jesli: R C Struct oraz X = Sb(X).

e Jesli R C Struct, to (R U {r.}, X) nazywamy systemem
podstawieniowym.

e Moéwimy, ze sekwent (P, «) jest sekwentem bazowym reguty r wtedy i
tylko wtedy, gdy:
r={(h(P), h*(«)) : dla wszystkich podstawien e}.

@ Reguty, ktére posiadaja sekwent bazowy, nazywane s3 regutami
standardowymi. Kazda regufa strukturalna r moze zostac
przedstawiona w postaci: r = |J{r' : r' C r oraz r’ jest standardowa}.

o Kazda regutfa standardowa jest strukturalna (lecz nie na odwrét). Np.
reguta rx, dla kazdego X C S: (P, ) € rx wtedy i tylko wtedy, gdy:
jesli hé(P) C X, to h¢(«) € X, dla wszystkich podstawien e jest
strukturalna, ale nie standardowa, bo np. ({pV q},p) € r(p,

({p — q},p) € rpy, ale ({q}, p) & ripy-
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Operacje konsekwencji Reguty strukturalne

@ Jesli R C Structi X C S, to h*(C(R, X)) C C(R, h¢(X)), dla
kazdego podstawienia e : At — S.
@ Dla dowolnych R C Structi X C S:
@ . € Adm(R, Sh(X))
@ r. ¢ Der(R,Sb(X)), oile h # C(R,Sb(X)) # S.
e Dowdd 2). Zauwazmy, ze ({p}, q) € r. dla wszystkich p, g € At.
o Jesli e : At — S jest podstawieniem takim, ze e(p) € C(R, Sb(X)) i
e(q) ¢ C(R,Sb(X)), to h*(q) ¢ C(R,Sb(X)U{h¢(p)}), a zatem
q ¢ C(R, Sb(X) U {p}).
e Tak wiec, na mocy definicji regut wyprowadzalnych,
re & Der(R, Sb(X)). O
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Operacje konsekwencji Reguty strukturalne

Méwimy, ze operacja konsekwencji C jest strukturalna wtedy i tylko wtedy,
gdy eC(X) C C(eX) dla wszystkich X C S i podstawien e : S — S.

Twierdzenie. Operacja konsekwencji C jest strukturalna wtedy i tylko
wtedy, gdy rodzina Th(C) jest zamknieta ze wzgledu na przeciwobrazy
podstawien, czyli e T € Th(C) dla kazdego podstawienia e : S — S
i T e Th(C).

Dowdéd. Zatézmy, ze C jest strukturalna, czyli eC(X) C C(eX) dla
wszystkich X C S i podstawien e : S — S.

Niech T € Th(C)ie:S — S. Trzeba pokaza¢, ze C(e71T) =e 1 T.
Na mocy strukturalnosci C: eC(e 1T) C C(ee™'T)=C(T)=T.
Podobnie, C(e™1T) C e teC(e™*T) C e 1C(ee 'T)Ce ! T.
Oznacza to, ze C(e ™ 1T) =e 1T, czyli e 1T € Th(C).

Pokazalismy zatem, ze strukturalnos¢ C implikuje zamknietos¢ Th(C)
na przeciwobrazy podstawien.
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Operacje konsekwencji Reguty strukturalne

o Pokazemy, ze jesli ep ¢ C(eX), to ¢ ¢ C(X), dla dowolnych X C S,
eSS e:S—S.
o Zatézmy, ze ey) ¢ C(eX).
o Wtedy ¢ ¢ e 1C(eX) D e leX D X.
e Poniewaz C(e 1C(eX)) = e 1C(eX), wiec ¢ ¢ X.
Warunek strukturalnosci operacji C mozna réwnowaznie zapisa¢ w postaci
réwnosci: C(eC(X)) = C(eX).

d
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(O TEYSTW R ETWVENISTI  Twierdzenie Lindenbauma o maksymalizacji

e Zaktadamy, ze stuchacze zetkneli sie juz wczesniej (podczas kursu
Logika I lub Logika Il) z Lematem Lindenbauma dla klasycznego
rachunku zdan, ktéry gtosi, ze dla kazdego niesprzecznego zbioru X
zdan jezyka tego rachunku istnieje maksymalny niesprzeczny zbiér Y
taki, ze X C Y.

o W ogélnosci 6w maksymalny zbiér niesprzeczny nie musi by¢
wyznaczony jednoznacznie.

@ Niech np. (rozwazana juz wczesniej) operacja konsekwencji C bedzie
okreslona w jezyku S = {a, b, c} poprzez warunki:

Q C(0) =0, C({a}) = {a}, C({b}) = {b}
Q@ C({c})=C({a,b}) = C({a,c}) = C({b,c}) = C(5) =S

@ Zbiér C(0) jest C-niesprzeczny, ale istniejg dwa rézne maksymalne
C-niesprzeczne jego nadzbiory, a mianowicie C({a}) i C({b}).
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(O TEYSTW R ETWVENISTI  Twierdzenie Lindenbauma o maksymalizacji

e Twierdzenie (Relatywne twierdzenie Lindenbauma o maksymalizacji).
Jesli system (R, A) jest zwarty i C(R,AU X) # S, to istnieje zbior
Y C S taki, ze:

O C(R,AUX)C C(RLAUY)#S
@ C(RAUY)=Y
© C(R,AUYU{a})=Sdla kazdego a ¢ Y.

e Dowdd. Zatézmy, ze C(R,AU X) # S. Poniewaz zbiér S jest
przeliczalny, wiec mozemy jego elementy ustawi¢ w cigg nieskonczony
Qp, 1,02, ...

Definiujemy nieskonczony ciag zbioréw Xy, X1, Xa,. ..

Xo = C(R,AUX)

Jesli C(R,AU X U {ak}) =S, to niech Xx11 = Xk

Jesli C(R,AUXU{ax}) # S, to niech X411 = C(R, AU X U{a}).
Zauwazmy, ze Xy C Xyy1 oraz Xy = C(R,AU Xi) # S.
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(O TEYSTW R ETWVENISTI  Twierdzenie Lindenbauma o maksymalizacji

o Niech Y = [ J{Xk: k € N}. Wtedy Xp C Y.

o Zatézmy, ze C(R,AUY) =S. Wtedy istnieja 1,...,0n € Y takie,
ze C(R,AU{p1,...,Bn})=SiP1,...,8n € X; dla pewnego i.

e Wtedy X; = C(R,AU X;) = S, w sprzecznosci z definicja ciagu
zbioréw X;. Udowodnilismy wiec 1).

e Zatézmy, ze a ¢ Y. Wtedy « jest jedna z formut «;, dla pewnego i.
Skoro o ¢ Y, to «; ¢ X; dla wszystkich ;.

@ Niech aj € C(R,AUY) = C(R,AUU{X; : i € N}). Poniewaz
{Xi : i € N} jest taicuchem zbioréw, wiec
aj € | J{C(R,AUX;):i e N}

o Z tego wynika, ze a; € C(R, AU Xp,) dla pewnego m, co daje
sprzecznos¢. Udowodnilismy zatem 2).

e Zatézmy,ze a ¢ Y i C(R,AUY U{a}) # S. Wtedy « jest jedna z
ajimamy X1 = C(R,AUY U{a}) # S, astad a; € Xj;1, co daje
sprzecznos¢. Udowodnilismy 3). O
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(O TEYSTW R ETWVENISTI  Twierdzenie Lindenbauma o maksymalizacji

Pewna miarg niezupetnosci danego systemu logiki jest liczba
nadzbioréw zbioru tez tej logiki zamknietych ze wzgledu na operacje
konsekwencji tej logiki.

Stopniem zupetnosci systemu logicznego (R, A) nazywamy moc zbioru
{C(R,AUX) : X C S}.
Jesli C jest operacja konsekwencji zwigzana z systemem (R, A), to
stopniem zupetnosci operacji C nazywamy moc zbioru
{C(X) : X C S}, czyli moc zbioru Th(C).
Dla przyktadu:
© Stopien zupetnosci klasycznego rachunku zdan ze zbiorem aksjomatéw
Sb(Ay) i reguta odrywania jako jedyna regufa pierwotna jest réwny
kontinuum.
© Stopien zupetnosci klasycznego rachunku zdan ze zbiorem aksjomatéw

Ay (zobacz nizej) i regutach podstawiania i odrywania jako regutach
pierwotnych jest réwny 2.

Wiecej o problematyce zupetnosci systeméw logicznych powiemy w
nastepnych wyktadach.
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Kilka waznych przyktadéw Logika intuicjonistyczna

Jezykiem tej logiki jest standardowy jezyk S» = (52, —, V, A, —). Niech
Aint bedzie nastepujacym zbiorem aksjomatéw:
p—(q—p)

(p—=(p—q)—(p—aq)
(p—=q)—=((g—s)—=(p—s)
p—(pVa)

qg—(pVaq)
(p—=s)—=((g—=s)—=((pPVaq)—s))
(PAq)—p

(PNg)—q

(p—=aq) = ((p—=r)=(p—=(anT))
p—(-p—p)

(p — —p) = —p.

®60000000O00O0
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Kilka waznych przyktadéw Logika intuicjonistyczna

e Niech Ro. = {ro, r}, gdzie ry jest reguta modus ponens, a r, reguta
podstawiania w Sp. Wtedy (Ro«, Aint) jest systemem intuicjonistycznej
logiki zdaniowej. W wersji niezmiennicze] logika intuicjonistyczna jest
systemem (Ro, Sb(Aint)), gdzie Ry = {ro}. Mamy:

C(Rox, Aint) = C(Ro, Sb(Ajnt))-

o Niech C'™ bedzie operacja konsekwencji generowang przez system
(Ro, Sb(Aint)). Mamy zatem dla kazdego X C Sy:

C"t(X) = C(Ro, Sb(Aint) U X).

e W systemie tym zachodzi twierdzenie o dedukgji (charakteryzujace
implikacje): dla dowolnych X C Sy oraz o, 3 € Sp: B € CM{(X U {a})
wtedy i tylko wtedy, gdy (o — B) € C™"(X).

@ Dla pozostatych spojnikéw mamy (formuta o = 3 jest skrétem dla
formuty (o — B) A (B — «)):

O C™(XU{anpB})=C"(XU{a,fB})
@ C"(XU{aVvp)=C"(XU{a})n C™(XU{B})
Q (a=p) e C™(X) wtedy i tylko wtedy, gdy
CM(X U{a}) = C"(X U{B})
Q —a € C"(X) wtedy i tylko wtedy, gdy C"{(X U {a}) = S,.
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Kilka waznych przyktadéw Logika intuicjonistyczna

o W logice intuicjonistycznej wyprowadzalna jest reguta dodawania
koniunkgji: r, : ,BES,.

a/\ﬁ'
@ Zachodza takze nastepujace fakty:

O o — B € CM(X) wtedy i tylko wtedy, gdy
Crt(X U{B}) C C"(X U {a}).
Q aV B e CM(X) wtedy i tylko wtedy, gdy
Crt(X U{a})n Cirt(X U{p}) C CM(X).
© a B e CM(X) wtedy i tylko wtedy, gdy
Ci(X U{a}) U CM(X U{B}) € Ci(X).
Q —a € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy S» € CM(X U {a}).

e C'" jest najmniejsza operacja konsekwencji nad Sy, ktéra spetnia
powyzsze cztery warunki.
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[CLERVEY RS WIFAYSET VAl Logika klasyczna

@ Niech A, bedzie zbiorem aksjomatéw logiki intuicjonistycznej
powiekszonym o aksjomat ——p — p. Przez klasyczna logike zdaniowa
rozumiemy system (Rp, Sb(Az)) (lub: (Ros, A2)). Definiujemy
operacje konsekwencji Cno: Cna(X) = C(Ro, Sb(A2) U X).

@ Woprost z definicji zbioréw aksjomatéw dla logiki intuicjonistycznej i
logiki klasycznej (oraz z monotonicznosci operacji konsekwencji)
wida¢, ze C(Rox, Aint) € C(Rox«, A2). Zachodza nastepujace fakty:

O (o — B) € Cnp(X) wtedy i tylko wtedy, gdy 5 € Cna(X U {a}).
Q@ Cm(XU{anfB)) = Cna(X U{a,B).

O Cny(XU{aVp})=Cn(XU{a}n Cn(XU{B}.

Q —a € Cny(X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cna(X U {a}) = S,.

O « € Cny(X) wtedy i tylko wtedy, gdy Cna(X U {—a}) = S,.
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[CLERVEY RS WIFAYSET VAl Logika klasyczna

@ Poniewaz, jak mozna wykaza¢:

@ operacja konsekwencji wyznaczona przez (Ry, Sb(Az)) jest najwieksza
strukturalng oraz niesprzeczng operacja konsekwencji spetniajaca
powyzsze pie¢ warunkéw;

@ (Ro, Sb(Ay)) jest najmniejszym systemem spetniajacym powyzsze pie¢
warunkdéw,

@ wiec warunki te jednoznacznie okreslaja klasyczna logike zdaniowa,
czyli nastepujace warunki sg réwnowazne:

@ Niesprzeczny niezmienniczy system (R, A) spetnia powyzsze pie¢
warunkow.
Q (R,A) =~ (Ry, Sb(Ay)).
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[ CUERYEY RS WoIFAYRET WAl  Logika modalna S5

Niech Ass bedzie nastepujgcym systemem aksjomatéw:

Q@ (p—=(g—=9)—=>p—q) —(p—s))
Q@ (s—t)=(g—=(s—1)
Q@ (prg)—p
Q@ (prg)—p
@ (p—>q) = ((p—=s)—(p—(qN59)))
Q@ p—(pPVQq)
@q—(pPVaq)
Q(p—q)—=(g—s)—((pVa)—s))
QO (s—=t)=((s—1t)—q)
@ (pA-p)—q
@ (p—-p)—p
@ (pA-(pAq)) = g
® (p— —p)A(=p = p).
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[ CUERYEY RS WoIFAYRET WAl  Logika modalna S5

e System modalny S5 jest wyznaczony przez te aksjomaty oraz reguty:

@ ro modus ponens
@ r. podstawiania
© r, dodawania koniunkgji.

e Oznaczamy: Ry« = {ro, ra, 1} oraz Ry, = {ro, ra}.
o Twierdzenie o dedukcji dla systemu S5 moze zasta¢ zapisane w
nastepujacych postaciach:
Q Jesli X C{p =9 :p, ¢ €Sy}, to dla wszystkich a, 8 € Ss:
Jesli B € C(Roa, Sh(Ass) UX U {a}), to
(a = B) € C(Roa, Sb(Ass) U X).
@ Dla kazdego X C S, oraz a € Sp: o € C(Roa, Sb(Ass) U X) wtedy i
tylko wtedy, gdy ((81 A B2 A ... A Bk) — a) € C(Roa, Sb(Ass)) dla
pewnych ﬁlaBZa s 751{ € X.
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[ CUERYEY RS WoIFAYRET WAl  Logika modalna S5

@ Zachodza nastepujace fakty, charakteryzujace funktory logiki S5
poprzez operacje konsekwencji tej logiki:
@ —a € C(Roa., Sh(Ass) U X) wtedy i tylko wtedy, gdy
C(Roa, 5b(A55) uXxXu {Ot}) =5,.
Q@ o € C(Roua, Sb(Ass) U X) wtedy i tylko wtedy, gdy
C(Roa, Sb(Ass) UX U {—a}) = S,.
© C(Roa, Sb(Ass) U X U {a A B}) = C(Roa, Sb(Ass) U X U {«, 8}).
Q@ C(Roa, Sb(Ass)UX U{aV g}) =
C(Roa, Sb(Ass) U X U{a}) N C(Roa, Sb(Ass) U X U {8}).

e Wprowadzamy oznaczenie: Do dla (v — a) — «. Witedy
(Oa = (8 — B) = a) € C(Roax, Ass), dla wszystkich a, 5 € S,.
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[ CUERYEY RS WoIFAYRET WAl  Logika modalna S5

o Nastepujace formuty sa tezami rozwazanego systemu:

Q@ Up—p
Q@ (p—q)—=0p—0q)

© (Opv0Oq)—0O(pVa)
Q@ (BpAUq)—O(pAaq).

@ Definiujemy zbiér formut C-domknietych So: o € Sp wtedy i tylko
wtedy, gdy o — Oa € C(Roax, Ass). Wtedy: o € S wtedy i tylko
wtedy, gdy o = Oa € C(Roax, Ass). Zachodza takze nastepujace
fakty:

(1) (a — ﬁ) € 5q.

Q Jesli a € S, to ~a € 5.

© Jeslia,f €S, toaNpB,aV e Sq.
Q C(Roax,Ass) C So.
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[ CUERYEY RS WoIFAYRET WAl  Logika modalna S5

@ Zachodza takze nastepujace fakty:

@ Dla wszystkich X C Sgoraz a, 8 € Sp: 8 € C(Roa, Sb(Ass)UX U{a})
wtedy i tylko wtedy, gdy (o — ) € C(Roa, Sb(Ass) U X).

@ Poniewaz 3 ¢ So dla dowolnej formuty atomowej 3, wiec Sy — Soy # 0.
Tak wigc, reguta: rg @ 55, gdzie a € Sy, nie jest wyprowadzalna w
(Roa, Sb(Ass)). Jest ona jednak dopuszczalna w (Ro,, Sb(Ass)), czyli:
jesli a € C(Roa, Sb(Ass)), to Oa € C(Roa, Sb(Ass)).

© Ua € C(Roax, Ass U {a}) dla wszystkich o € Sy, czyli reguta r jest
wyprowadzalna w (Roa«, Ass).

@ Reguta rg nie jest wyprowadzalna w (Ro., Ass).

Powyzsze przedstawienie systemu modalnego S5 pochodzi z monografii
Completeness Theory for Propositional Logics Witolda Pogorzelskiego i
Piotra Wojtylaka. Pod nazwa S5 wystepuja takze inne systemy modalne.
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[ULERTEY AW WIFAYSET WAl  Logiki tukasiewicza

Systemem aksjomatéw (nieskonczenie) wielowartosciowej logiki
tukasiewicza jest zbidr £, nastepujacych formut:

@ (p—q)—=((g—s)—(p—s)

@ p—(q—p)

@ (p—~(P—q)—(pP—q)

Q@ (pAg)—p

Q@ (pNg)—q

O (p—=q)—=((p=r)=(pP—=(qAT)))
Q@p—(pPVaq)

Qqg—(pVaq)

QO (p—s)=>((g—=s)—=((pVag) —s)
@ (-p——9)—(q—p)

Przez oo-wartosciowa logike tukasiewicza rozumiemy system (Ro., £oo)
lub, w wersji niezmienniczej: (Ro, Sb(to)).
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[ULERTEY AW WIFAYSET WAl  Logiki tukasiewicza

e Wprowadzmy oznaczenia:
Q p—-Pqgdlag,
Q@ p—tlgdap— (p—Faq).

@ Skonczenie wielowartosciowe logiki tukasiewicza to systemy (Ros, L),
dla n > 2, gdzie zbiér t, zawiera powyzsze aksjomaty oraz dwa
aksjomaty nastepujacej postaci (dla kazdej k < n takiej, ze k + 2 nie
dzieli bez reszty n — 1):

o (1) (p—="q)—(pP—="""9q)
o (12) (p=(p—F-p)—="1gq

e Zachodzi nastepujacy fakt: Cgr,, (too) = ({Cr,.(tn) : n = 2}.

n—1
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[ULERTEY AW WIFAYSET WAl  Logiki tukasiewicza

@ Zachodzi nastepujaca wersja twierdzenia o dedukg;ji:

@ 5 € C(Roy,Shb(t,) UXU{a}) wtedy i tylko wtedy, gdy
a—""1 3 e C(Ro, Sb(t,) U X)

@ 5 € C(Ro, Sb(t) U X U {a}) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje n taka,
e a =" B € C(Ro, Sh(teo) U X).

@ W konsekwencji, dla dowolnych X C S, oraz o € S;:

@ C(Ro, Sb(t,) UX U{a}) =5, wtedy i tylko wtedy, gdy
a —""2 =a € C(Ro, Sb(t,) U X)

@ C(Ro, Sb(too) U X U{a}) =S, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje n
taka, ze o =" = € C(Ry, Sh(t) U X).
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Dygresja: relacje konsekwencji

Relacje konsekwencji w sensie Tarskiego.

@ Relacja konsekwencji FC ©(S) x S jest okreslona przez warunki:

@ Xt «dla kazdego a € X.
Q Jsli XFai XCVY, toYFa.
© Jesli X F 5 dla wszystkich 5 € YiYFa,to XFa.
Q Jesli X F «, to istnieje Y € Fin(X) taki, ze Y | .
@ Mozemy przechodzi¢ od operacji do relacji konsekwencji i na odwrét:
X F a wtedy i tylko wtedy, gdy « € C(X).
e Th(C)={XCS:X=C(X)},
Th(F) ={X C S :a € X wtedy i tylko wtedy, gdy X - a} to rodzina
domknie¢, odpowiednio, operacji C i relacji I-.
e a € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy a € (\{Y € Th(C): X C Y}
e X I o wtedy i tylko wtedy, gdy a € (\{Y € Th(F) : X C Y}.
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Dygresja: relacje konsekwencji

Relacje konsekwencji w sensie Scotta.

@ Relacja IFC ©(S) x ©(S) jest okreslona przez warunki:

Q@ XIFX, dla X #0.

Q Jesli XIFY, toXUX'IFYUY'

@ Jesli XU{a} IFYiXIFYUfa) toXIFY
(dla dowolnych zbioréw X, X", Y, Y’ € Fin(S))

Q@ X IFY wtedy itylko wtedy, gdy Xo C X, Yo C Y i Xg IF Yo, dla
dowolnych X, Y C S i pewnych Xo, Yo € Fin(S).

o Konsekwencja |- jest niesprzeczna, gdy nie zachodzi () I (.
Mamy wzajemna odpowiednio$¢:

@ Jesli I spetnia powyzsze warunki, to operacja C : p(S) — p(S)
okreslona przez réwnowaznos¢: « € C(X) wtedy i tylko wtedy, gdy
X Ik {a} jest operacja konsekwencji w sensie Tarskiego.

© Jesli C jest operacja konsekwencji w sensie Tarskiego, to relacja
IFC ©(S) x p(S) okreslona réwnowaznoscia: X IF Y wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje B € Y taka, ze 8 € C(X) jest relacja konsekwencji
w sensie Scotta.
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Dygresja: niestandardowe operacje

o Wspotczesnie powstaja liczne prace poswiecone operacjom, ktére nie
spetniaja ktéregos z podstawowych warunkéw nakfadanych na
operacje konsekwencji (zwrotno$¢, monotonicznos¢, idempotencja).

@ Mozna oczywiscie zastanawiac sie, w jakich szczegélnych przypadkach
warto rozwazaé tego typu operacje. Przywofajmy jednak opinie
Witolda Pogorzelskiego na ten temat:

o Ogdlnie jest jednak jasne, ze z formalno-dowodowego punktu widzenia
nie do przyjecia jest odrzucenie w zwyktym formalizmie logicznym
ktoregokolwiek z trzech aksjomatow operacji konsekwencji. Cata ta
kwestia jest elementarnym, ale wyraznym przyktadem tego, zZe wzgledy
potocznej intuicji nie moga by¢ czynnikiem w sprawach formalnych i
Ze mozna sie postugiwaé jakims fragmentarycznym pojeciem
konsekwencji jedynie w bardzo specjalnych celach, ale nie jako
pojeciem ogdlniejszym. [Elementarny stownik logiki formalnej, 338]

o Pogorzelski podaje przyktady takich operacji (Pogorzelski 1992,
334-338):
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Dygresja: niestandardowe operacje Operacje niezwrotne

@ Niezwrotna. Okreslamy aksjomatycznie funkcje C : p(S) — p(S)
nastepujaco:
Q@ C(XucC(x)ccx)cs
Q Jesli X C Y, to C(X) C C(Y).
o Witedy operacja C ma nastepujace witasnosci:
@ C(XUC(X)) = C(X)
@ C(XuC(Y))CC(XuY)
Q C(C(X)) = C(X)
@ Jesli X C C(Y), to C(X) C C(Y).
Q Jesli X C C(Y), to C(XUY) = C(Y).

X [0 {a} | {b}|{c} |{ab}|{ac} | {bc}|S
CX)|0]| 0 0 | {c} | {a b} | {a,c} | {b,c} | S

Zauwazmy, ze w tym przypadku rodzina zbioréw X takich, ze X = C(X)
nie jest zamknieta na iloczyny: nie jest tak, ze jesli X = C(X) oraz

Y = C(Y), to C(X)N C(Y) C C(XNY) (chociaz implikacja odwrotna
oczywiscie zachodzi).
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Dygresja: niestandardowe operacje Operacje niezwrotne

o Przyktadem tego typu operacji jest operacja zdefiniowana nastepujaco
dla dowolnych o € S oraz X C S:
O o € CY(X) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 3 € S taka, ze 3 € X oraz
b—>aeX
Q ac Cé“’l(X) wtedy i tylko wtedy, gdy a € CK(X) lub istnieje 3 € S
taka, ze 3 € X U Cf(X) oraz 8 — a € X U C§(X)
O o € G(X) wtedy i tylko wtedy, gdy o € CJ(X) dla pewnego n € N.

@ Odrzucenie warunku zwrotnosci moze by¢ ttumaczone checia zblizenia
pojecia operacji konsekwencji (a wiec i dowodu) do pewnego jej
potocznego rozumienia: ot6z potocznie uwaza sie, ze aksjomaty
dowodu nie maj3, stad, z grubsza biorac, warunek stwierdzajacy
zwrotnos¢ pojecia konsekwencji nalezatoby odrzuci¢. (Pogorzelski
1992, 334)
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Dygresja: niestandardowe operacje Operacje niemonotoniczne

@ Niemonotoniczna. Okreslamy aksjomatycznie funkcje
C: 9(S) — p(S) nastepujaco:
@ Xcc(x)cs
@ Jesli X C C(X), to C(XUY) C C(Y).
@ Z tych warunkéw nie wynika wtasnos¢ monotonicznosci, natomiast
operacja C ma nastepujace witasnosci:
Q@ C(XUC(X))=C(X)
Q C(C(X)) = C(X)
@ Jesli X C C(Y)oraz Y C X, to C(X) C C(Y).
@ Réwniez w tym przypadku rodzina zbioréw X takich, ze X = C(X) nie
jest domknieta na iloczyny.

X |0 {a} | {b}| {c} |{ab}|{ac} |{bc}|S
C(X) 1 0] {a} [ {b} | {a,c}|{ab}|{ac}|{bc}|S
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Dygresja: niestandardowe operacje Operacje niemonotoniczne

e Moéwimy, ze M jest modelem minimalnym zbioru zdan X (jezyka
pierwszego rzedu), gdy:
@ Kazde zdanie z X jest prawdziwe w M.
@ Dla kazdej wtasciwej podstruktury M’ struktury M istnieje zdanie
a € X takie, ze a nie jest prawdziwe w M’.

e Moéwimy, ze a wynika minimalnie z X (co zapisujemy a € WM(X)),
gdy « jest prawdziwe we wszystkich modelach minimalnych zbioru X.
Wtedy operacja WM spetnia warunki:

O XCWM(X)CS

@ Jesli X C WM(X), to WM(X U Y) C WM(Y).
WM nie spetnia jednak warunku monotonicznosci. Modele minimalne
pustego zbioru zdan s3 strukturami jednoelementowymi, a wiec
a € WM((D) wtedy i tylko wtedy, gdy « jest prawdziwe w kazdej strukturze
jednoelementowej. Niech zdanie 3 stwierdza istnienie dwéch elementéw.
Wtedy minimalnymi modelami zbioru {5} sa struktury dwuelementowe, a
wiec o« € WM({B}) wtedy i tylko wtedy, gdy « jest prawdziwe w kazdej
strukturze dwuelementowej. Oczywiscie () C {3}, ale zdanie VxVy (x = y)
nalezy do WM(0), lecz nie nalezy do WM({5}).
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Dygresja: niestandardowe operacje Operacje niemonotoniczne

e Odrzucenie warunku monotonicznosci nie jest tak proste do
intuicyjnego umotywowania. Trudno o argumenty logiczne swiadczace
na rzecz takiej operacji, ale mozna doszukiwa¢ sie pewnych racji w
nastepujacym hipotetycznym rozumowaniu: niech bedzie dana funkcja
. konsekwencji” F taka, ktéra — poza innymi wtasnosciami — ma te, ze
dziatajac na pewien element ¢ pozwala uzyskac z niego pewng
informacje a rézng od c. Wszakze jednak istnieje informacja b
petniejsza (bogatsza) od ¢ czyniaca a fatszywa, tak wiec to, czego
dowiadujemy sie przez F ze zbioru {b, c} nie zawiera juz a (jako fatszu
w Swietle b). Mielibysmy wiec, ze F({c}) nie zawiera sie w F({b, c}).
Konstrukcja formalnego przyktadu takiej operacji jest prosta,
nietrywialne przyktady sa rzecz jasna znacznie trudniejsze i
subtelniejsze. (Pogorzelski 1992, 335)

@ Zauwazmy na marginesie, ze od pewnego czasu modne jest rozwazanie
wnioskowan niemonotonicznych.
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Dygresja: niestandardowe operacje Operacje nieidempotentne

e Nieidempotentna. Okreslamy aksjomatycznie funkcje
C: p(S) — p(S) nastepujaco:
O XCC(X)CS
@ Jesli X C Y, to C(X) C C(Y).
o Witedy operacja C ma nastepujace witasnosci:
Q C(XUY)C C(XuUucC(Y))
Q Jesli C(X) C Y, to C(C(X)) C C(Y)
@ C(XNY)C C(X)NC(Y)
Q Jesli X = C(X) oraz Y = C(Y), to C(X)NC(Y)C C(XNY).
o Dla wyzej okreslonej aksjomatycznie operacji nie zachodzi
C(C(X)) C C(X). Takze nastepujace zaleznosci nie wynikaja z
przyjetych aksjomatéw:
© Jesli X C C(Y), to C(X) C C(Y)
@ Jesli X C C(Y), to C(XUY) C C(Y)
@ C(XUC(X))C C(X).
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Dygresja: niestandardowe operacje Operacje nieidempotentne

X |0 ]{a} | {b}| {c} |{ab}| {ac} | {bc} |S
C(X) | 0|{a} | {b} | {b,c} | {a,b} | {a b,c} | {ab,c}|S

o Przyktadem tego typu operacji jest operacja C2, gdzie n jest ustalone,
a R jest dowolnym zbiorem regut skonczonych, zdefiniowana
nastepujaco:

Q o € CP(X) wtedy i tylko wtedy, gdy a € X
@ a € CF™(X) wtedy i tylko wtedy, gdy o € CA(X) lub istnieje r € R
oraz istnieje 1 C CK(X) takie, ze (M,a) € r.

o Odrzucenie warunku idempotencji znowu na swe poparcie odwotuje sie
do naturalnego wnioskowania, ktére przeciez zawsze wykonywane jest
w skoriczonej ilosci krokéw i nie zna czegos takiego jak wysumowanie
zbioréw wnioskéw po wszystkich liczbach naturalnych. Takie
skoriczenie-krotne wnioskowanie istotnie nie spetnia warunku
idempotencji. (Pogorzelski 1992, 335)
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