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e Zaktadamy, ze stuchacze zetkneli sie z opisem sktadni jezykéw logiki
pierwszego rzedu (jezykiem rachunku predykatéw).

@ Zestaw predykatéw, symboli funkcyjnych i statych indywidualnych,
wraz z przypisanymi kazdemu predykatowi oraz symbolowi
funkcyjnemu liczba jego argumentéw nazywamy sygnatura (typem)
rozwazanego jezyka.

o W interpretacjach takiego jezyka denotacjami predykatéw s3 relacje,
denotacjami symboli funkcyjnych s3 funkcje, a denotacjami statych
indywidualnych s3 elementy uniwersum interpretacji.

@ Liczba argumentdéw tych relacji i funkcji jest jednoznacznie okreslona
przez sygnature jezyka (niech np. 7(F) oznacza liczbe argumentéw
symbolu F z ich zestawu Q).

@ Rozwazane dalej sygnatury (£, 7) beda ztozone gtéwnie z symboli
funkcyjnych (state indywidualne moga by¢ uwazane za O-argumentowe
symbole funkcyjne).
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@ Dla dowolnego zbioru A niech A* oznacza zbiér wszystkich
skonczonych poteg kartezjanskich zbioru A, czyli
A ={A A% A3 ..}

@ Struktura relacyjna nazywamy dowolny uktad:
A= (A{ri:iel},{fi:jed} {an: ke K},

gdzie:
@ A jest dowolnym zbiorem (uniwersum; dom(A) = A);
@ {ri: i€ I} jest zbiorem relacji, z ktorych kazda jest okreslona na
jakims elemencie zbioru A*;
© {fj :j € J} jest zbiorem funkcji, z ktérych kazda dziata z jakiegos
elementu zbioru A* w zbiér A;
@ {ak: k € K} jest zbiorem elementéw (wyréznionych) zbioru A.

Sygnaturg struktury A jest zbiér symboli indeksowanych zbiorami /, J, K,
wraz z przyporzadkowaniem kazdemu symbolowi liczby jego argumentéw.
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o Jesli R jest predykatem, F symbolem funkcyjnym, a stata
indywidualng z ustalonej sygnatury, zas A struktura relacyjng o tej
sygnaturze, to denotacje R, F oraz a w A bedziemy oznaczali przez,
odpowiednio, RA, FA aA.

o Struktura A = (A, {ri:iel},{fi:je J},{ax: k€ K}) jest:

Q struktura relacyjng (czysta), gdy J = K = 0);
@ algebra, gdy I = 0.

@ Algebry o tej samej sygnaturze nazywamy algebrami podobnymi.

@ Zwykle rozwaza¢ bedziemy algebry o skoriczonej liczbie funkcji
(synonimicznie: operacji, dziatan).

o Elementy sygnatur algebr sa czesto w literaturze oznaczane np.
symbolami w, o, @, ®, itp., a ich denotacje w algebrze A symbolami,
odpowiednio: w?, oA, @A, @A.

@ Zaktadamy, ze stuchacze pamietaja pojecia: tacznosci, przemiennosci,

rozdzielnosci (operacji), elementu neutralnego i elementu odwrotnego
operacji.
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o Algebry jezykéw zdaniowych: S = (S,01,...,0,), gdzie S jest zbiorem
formut, zas o1, ..., o, funktorami zdaniotwérczymi o argumentach
zdaniowych. Np.: S = (S,—, A, Vv, —, 1).

o Algebry Peana: A = (A,f,a), gdzie

© 2 <€ A (element poczatkowy algebry)

@ f: A— A (funkcja nastepnika)

© a¢ mg(f)

@ f jest funkcja réznowartosciowa

© Dla dowolnego zbioru X C A, jesli a € X oraz f(x) € X, o ile x € X,

dla wszystkich x € X, to X = A.

Istnieje doktadnie jedna (z doktadnoscia do izomorfizmu) algebra
Peana. Jej konstrukcja pochodzi od Dedekinda.

e Mozna okregli¢ 22 = 16 operacji dwuargumentowych na zbiorze
dwuelementowym oraz 33° = 19683 operacji dwuargumentowych na
zbiorze tréjelementowym.

@ Algebry znane stuchaczom: uniwersa liczbowe z operacjami
arytmetycznymi.

o Wazne typy struktur: grupy, pierscienie, ciata,. ..
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Okreslamy operacje @3 oraz ®3 na zbiorze N wszystkich liczb naturalnych:

[ @ [3n]3n+1]3n+2] [ @ [3n[3n+1]3n+2]
3m o] 1 2 3m [0 ] 0 0

3m+1 [ 1] 2 0 3m+1[ 0] 1 2

3m+2 | 2 0 1 3m+2 | 0 2 1

Okreslamy relacje ~3 (réwnowaznosci) w N: x ~3 y wtedy i tylko wtedy,
gdy x i y maja te sama reszte z dzielenia przez 3.

Witedy N/ ~3= {[0] .3, [1]..3, [2]..3}.

Ponadto, jesli x ~3 y oraz u ~3 v, to: x @3 u~3 y ®3 v oraz
x@3u~3ya3v.

Odwzorowanie kanoniczne k_3 : N — N/ ~3 dane jest wzorem:

k3(x) = [x]s.

Mamy zatem: k_s(x) = k_3(y) wtedy i tylko wtedy, gdy x ~3 y.
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@ Niech S = (S,—-,A,V,—,=, L, T) bedzie jezykiem klasycznego
rachunku zdan, w ktérego formutach (zbudowanych przy uzyciu
podanych funktoréw) wystepuja jedynie zmienne zdaniowe p i g.

@ Niech T bedzie zbiorem tez klasycznego rachunku zdan w tym jezyku
(przy ustalonym zbiorze aksjomatéw i regut wnioskowania).

e Okreslamy relacje ~1 na zbiorze S: ¢ ~7 1) wtedy i tylko wtedy, gdy
réwnowazno$¢ ¢ = 1) jest teza, czyli elementem T.

e Wtedy ~ 7 jest relacja réwnowaznosci, ktéra dzieli zbiér S formut na
szesnascie klas. W zbiorze S/ ~ 1 wprowadzi¢ mozna strukture
algebraiczna (tzw. algebre Lindenbauma-Tarskiego). Diagram Hassego
tej struktury podany jest na nastepnym slajdzie. Klasa [¢]~, jest pod
klasg [¢]~, wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ — 1 nalezy do T.

@ Uproszczenia: zamiast klas podano ich reprezentantéw, skorzystano
tezztego, ze (p = q)=(-pV Q). (P=9q)=(p—~ q)AN(g— p),
(p=q)=(pAq)V(-pA—q)sa tezami.
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Algebry Dygresja: grupy, pierscienie, ciata

o Algebre (A, o) z dziataniem dwuargumentowym o nazywamy grupa,
gdy:
© o jest faczne
@ o ma element neutralny

© dla kazdego elementu x € A istnieje element odwrotny x~
dziatania o.

1 wzgledem

o Jesli o jest przemienne, to grupe (A, o) nazywamy przemienna
(abelowa).

@ Dla przyktadu, wszystkie bijekcje zbioru A na A tworza grupe, ze
ztozeniem odwzorowan jako dziataniem grupowym. Wtedy elementem
neutralnym jest bijekcja identycznosciowa, a elementem odwrotnym do
danego elementu jest bijekcja do niego odwrotna.
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Algebry Dygresja: grupy, pierscienie, ciata

o Algebre (A, @, ®) nazywamy pierscieniem, gdy @ oraz ® sa
dziataniami dwuargumentowymi takimi, ze:
O (A, ®) jest grupa abelowa
© ® jest taczne
© ® jest lewo- oraz prawostronnie rozdzielne wzgledem &.

@ Liczby catkowite z operacjami dodawania i mnozenia tworzg pierscien.
Macierze kwadratowe z operacjami ich dodawania i mnozenia tworza
pierscien.

o Jesli ® ma element neutralny, to pierscien (A, ®, ®) nazywamy
pierscieniem z jednoscia.

e Moéwimy, ze element x # 0 pierscienia (A, ®, ®) jest wlasciwym
dzielnikiem zera, gdy istnieje y € A — {0} taki, ze x @ y = 0, gdzie 0
jest elementem neutralnym wzgledem @. Np. w pierscieniu klas reszt
modulo 6 wtasciwymi dzielnikami zera s3 2 i 3.

@ Pierscienie (z przemiennym mnozeniem) z jednoscia oraz bez
wtasciwych dzielnikéw zera nazywamy dziedzinami catkowitosci (np.:
liczby catkowite).
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Algebry Dygresja: grupy, pierscienie, ciata

o Algebre (A, @, ®), gdzie A ma co najmniej dwa elementy, nazywamy
ciatem, gdy & oraz ® s3a dziataniami dwuargumentowymi takimi, ze:
O (A, @) jest grupa abelowa z elementem neutralnym 0
© ® jest faczne i przemienne
© ® ma element neutralny 1
@ dla kazdego x # 0 istnieje y taki, ze y jest elementem odwrotnym dla
x wzgledem dziatania ®
© ® jest rozdzielne wzgledem @.

@ Przyktady: liczby wymierne Q, rzeczywiste R, zespolone C, ciato
funkcji wymiernych, ze stosownie okreslonymi operacjami
arytmetycznymi.

o Najmniejsza liczbe n taka, ze n ® 1 = 0 nazywamy charakterystyka
ciata (A, @, ®). Jezeli nie istnieje n taka, ze n® 1 = 0, to méwimy, ze
ciato (A, ®, ®) ma charakterystyke 0.
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Algebry Dygresja: grupy, pierscienie, ciata

o Ciato jest algebraicznie domkniete, jesli kazdy wielomian stopnia co
najmniej pierwszego jednej zmiennej ma pierwistek w tym ciele.

e Ciato jest rzeczywiscie domkniete, gdy istnieje w nim porzadek liniowy
taki, ze kazdy element dodatni ma pierwiastek kwadratowy w tym
ciele i kazdy wielomian nieparzystego stopnia o wspétczynnikach z
tego ciata ma w nim pierwiastek.

@ Liczby rzeczywiste tworzy ciato rzeczywiscie domkniete, ale nie
algebraicznie domkniete. Jest to jedyne (z doktadnoscia do
izomorfizmu) ciato uporzadkowane w sposéb zupetny. Jest tez
najwiekszym ciatem uporzadkowanym K spetniajagcym aksjomat
Archimedesa: Vae KVbe Kdne N(0<a<b—b<n-a).

@ Liczby zespolone tworza ciato algebraicznie domkniete. Nie istnieje w
tym ciele porzadek zgodny z dziataniami arytmetycznymi.

@ Ciato liczb hiperrzeczywistych nie jest archimedesowe.
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Podalgebry

o Niech A = (A,wh, ... wh) bedzie algebra sygnatury (Q, 7). Méwimy,
ze algebra B = (B,wB, ... wB) jest podalgebra algebry A, gdy:
Q@ BCAi | B Jest zamkmqty ze wzgledu na wszystkie operacje w?

Q wB=uwh]| B7(«)  gdzie symbol f | X oznacza ograniczenie funkgji f
do zbloru X.

@ Zbiér wszystkich podalgebr algebry A oznaczamy przez Sub(A). Jesli
B € Sub(A), to piszemy B < A.
° Jein 0#{Bj:je J} C Sub(A), to
= (N dom(B;),wB, ... ,wB) € Sub(A), gdzie
JEJ
B _

WB =W 1 () dom(B))).
jed
o Jesli ) # {B;j : j € J} C Sub(A) i dom(Bj,) C dom(Bj,) lub
dom(Bj,) € dom(Bj,) dla wszystkich ji,j> € J, to
= (U dom(B;),wB, ... ,wB) € Sub(A), gdzie
JGJ
WB = WA | (U dom(B,))e.
Jjed
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Podalgebry

o

Niech A = (A,w, ... wh) bedzie algebra i niech X C A.
Przez Sg™(X) oznaczamy najmniejsza podalgebre algebry A, ktore;
uniwersum zawiera zbiér X.
Okreslamy zbiory Xp,:

0 X=X

Q Xni1=XnU {w{"(ah RN aT(w,.)) 1<i<nAay,.. <y ar(w;) € Xm}
Wtedy |J Xy, jest uniwersum algebry Sg”(X).

m=0

Méwimy, ze zbiér X jest zbiorem generatoréw algebry A, gdy
Sg”(X) = A. Algebra jest skonczenie generowana, gdy ma skoriczony
zbiér generatoréw.
Niech A bedzie algebra i niech X C dom(A) oraz a € dom(A).
Wtedy: a € dom(Sg”(X)) wtedy i tylko wtedy, gdy
a € dom(Sg”(Y)) dla pewnego skoficzonego Y C X.
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Podalgebry

e ({1,2,3,5,6,10.15,30}, N\WD(x,y), NWW/(x,y)) jest podalgebra
algebry ({n € N: 1 < n}, NWD(x,y), NWW(x,y)).

@ Liczby catkowite (Z, +,-,0,1) z dodawaniem i mnozeniem tworza
podalgebre algebry liczb wymiernych (Q, +,-,0,1) z dodawaniem i
mnozeniem. Zauwazmy réznice: (Q,+,-,0,1) jest ciatem, a
(Z,+,-,0,1) jest pierscieniem.

@ Zbiorem generatoréw algebry S = (S, 01,...,0,) jezyka zdaniowego
jest zbidr wszystkich zmiennych zdaniowych tego jezyka.

@ Zbior wszystkich symetrii tréjkata réwnobocznego ma szes¢
elementéw: przeksztatcenie identycznosciowe (obrét o 0°), obrét o
120°, obrét o 240° (oba wzgledem $rodka tréjkata) oraz trzy symetrie
wzgledem prostych zawierajacych wysokosci tego tréjkata. Operacja
na tym zbiorze jest sktadanie przeksztatcen. Podalgebra tej algebry
jest zbiér ztozony z przeksztatcenia identycznosciowego oraz obu
wspomnianych obrotéw, z operacjg sktadania przeksztatcen.
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@ Zaktadamy, ze pojecia injekcji, surjekcji i bijekcji sa znane stuchaczom.
o Niech A = (A,wp,...,wh) i B =(B,wB,...,wB) beda algebrami
sygnatury (Q, 7).
@ Méwimy, ze odwzorowanie h: A — B jest homomorfizmem algebry A
w algebre B, gdy dla wszystkich w; € Q (1 < n) oraz wszystkich
Aty .oy an, h(wh (a1, .. ., ar,.)) = wB(h(a1),..., h(ar,.))-
e Homomorfizmy, ktére sa bijekcjami nazywamy izomorfizmami. Uzywa
sie terminéw:
@ monomorfizm (wtozenie) dla homomorfizmu, ktéry jest injekcja;
@ epimorfizm dla homomorfizmu, ktéry jest surjekcja;
© endomorfizm dla homomorfizmu A w A;
@ automorfizm dla izomorfizmu A na A.
o Moéwimy, ze algebry A i B s3 izomorficzne, gdy istnieje izomorfizm A
na B. Piszemy wtedy A = B.

o Niech Hom(A, B) oznacza zbiér wszystkich homomorfizméw z A w B.
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@ Funkcja logarytmiczna In : Ry — R jest homomorfizmem struktury

(R4, -) w strukture (R, +), poniewaz In(x - y) =Inx+Iny.
o Niech K4 = ({e, a, b, ¢}, 0), gdzie o okresla tabelka z lewej:

(ollelafbfc] [efelafb]c]
ellelalb]|c ellela|b]|c
allalel|lc|b allalb|lc|e
bl blc|le]|a bllb|c|e]|a
clc|blale cllclel|lalb

e Ta struktura (grupa czwérkowa Kleina

~—

jest izomorficzna np. ze

struktura (p({x, y}),+), czyli rodzing wszystkich podzbioréw
dowolnego zbioru dwuelementowego wraz z operacja réznicy

symetrycznej zbioréw . Cwiczenie: okresl ten izomorfizm.

e K4 nie jest izomorficzna ze strukturg G4 = ({e, a, b, c}, e) (grupa

cykliczng rzedu cztery), gdzie dziatanie e jest zdefiniowane tabela z

prawe;.
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Morfizmy

Algebra (p({1,2,3}),N,U) jest izomorficzna z algebra
({1,2,3,5,6,10,15,30}, NWD(x, y), NWW ((x, y)):

RN /\

{1,2} {1,3} {23} 6

> X XX

{1} {2} {3 2

NN e

Homomorfizmy i izomorfizmy okreslamy takze dla dowolnych struktur
relacyjnych, co pézniej wykorzystamy.
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Kongruencje

@ Niech A = (A,wlA, ...,wP) bedzie algebra, a # relacja réwnowaznosci
na A.

o Moéwimy, ze 6 jest kongruencja algebry A, gdy dla wszystkich
1 < i < n oraz wszystkich aq, by, ..., ar,.,br, €A
jezeli a16by, ... a5, 0br, , to wh(a,. .., aml,)ﬁwf‘(bl, .oy b))

e Najmniejsza (wzgledem inkluzji) kongruencja w strukturze A jest
relacja identycznosci na zbiorze dom(A) (oznaczana przez Oa), a
najwieksza taka kongruencja jest relacja petna w zbiorze dom(A)
(oznaczana przez 1p). Zbiér wszystkich kongruencji algebry A
bedziemy oznaczali przez Con(A).

Okreslona na slajdzie 7 relacja ~3 jest kongruencja algebry (N, @3, @3).
Okreslona na slajdzie 8 relacja ~1 jest kongruencja algebry jezyka
klasycznego rachunku zdan (w ktérego formutach wystepuja tylko zmienne
piaq).

Relacja réwnolicznosci zbioréw, okreslona w rodzinie wszystkich
podzbioréw dowolnego zbioru X jest kongruencja struktury (p(X),U,N).
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Algebry ilorazowe

o Niech A = (A,wP, ... ,wh) bedzie algebra, a 6 kongruencja algebry A.

@ Algebra ilorazowa nazywamy algebre A/6 = (A/G,wlA/e, e ,wﬁ/e),
ktorej operacje okreslone sa warunkami (dla wszystkich 1 < i < n oraz
al,...,an, €A):
oM [alss - - [an, J0) = [P (a1, -y an, o

@ Poprawnos¢ tej definicji wynika z faktu, ze 6 jest kongruencja algebry
A. Jesli a10by, ... ar, 0b;, , to wh(a,. .., ami)Hw,A(bl, oybr,) @

wiec wartosé operacji w algebrze ilorazowej jest dobrze okreslona.

@ Dla uproszczenia zapisu, czesto klase abstrakgji [a]y elementu a
oznacza si¢ przez a/f.

e Kongruencje zwigzane s3 z homomorfizmami algebr. Kazda funkcja
f : A— B wyznacza pewna relacje réwnowaznosci na A. Definiujemy
mianowicie: x ~¢ y wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) = f(y).
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Algebry ilorazowe

e Jedli f : A — B jest homomorfizmem, to relacja ~¢C (dom(A))
zdefiniowana wzorem: x ~¢ y wtedy i tylko wtedy, gdy f(x) = f(y)
jest kongruencja algebry A.

2

o Jesli, z drugiej strony, @ jest kongruencja algebry A, to odwzorowanie
kanoniczne kg : A — A/6 dane wzorem ky(a) = a/6 jest
homomorfizmem.

o Tak wiec, dla dowolnej algebry A:

@ Kazdy obraz homomorficzny algebry A jest izomorficzny z pewng
algebra ilorazowa algebry A.

@ Kazda algebra ilorazowa algebry A jest izomorficzna z pewnym
homomorficznym obrazem algebry A.

@ Moéwimy, ze algebra A jest prosta, jesli ma tylko dwie kongruencje:
identyczno$¢ na dom(A) oraz relacje petng na tym zbiorze.

@ Algebra A jest prosta wtedy i tylko wtedy, gdy ma doktadnie dwa (z
doktadnoscia do izomorfizmu) obrazy homomorficzne: samga siebie
oraz algebre zdegenerowana, czyli jednoelementows.
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AP SRIIEPSM  Smieszny przyktad

@ Rozwazmy strukture (p(N), U, N) oraz relacje ~, zdefiniowana

nastepujaco: A ~ B wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € AN B lub

1eN—(AUB).

@ Relacja ~ jest réwnowaznoscia i ma doktadnie dwie klasy abstrakgji:

[N]~ oraz [0]~.

@ Relacja ta jest tez kongruencja w strukturze (p(N), U, N), mozemy
wiec okresli¢ dziatania U™ oraz N™ na jej klasach abstrakgji:

(o~ [ [IN.] [0~ [0 [IN.]

[0]~

[0]~

[N]~

[0~

[0]~

[0]~

[N]~

[N]~

[N]~

[N]~

[0]~

[N]~
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ANECUIVRICTEY VIR Przyktad: liczby catkowite

e Konstrukcja liczb catkowitych. Dana jest algebra (N, +,-). Okreslamy
relacje ~1C (N x N) x (N x N):
o (x,y) ~1 (u,v) wtedy i tylko wtedy, gdy x + v = u+y.
@ =~ jest réwnowaznoscia. Niech Z = N2/ ~; (liczby catkowite).
e Odwzorowanie ;1 : N — Z okreslone wzorem ¢1(k) = [(k,0)]~, jest
injekcja.
@ Poniewaz =21 jest kongruencja, wiec mozemy okresli¢ dziatania w Z:
Q [(x,¥)lxy &1 (U, V)]xy =[x+ 1,y + Vs,
O [(x,¥)]xy O1 (1 V)lxy =[x Uty viuy+x: V],
e Odwzorowanie 7 jest homomorfizmem algebry (N, +, ) w algebre
(Z,®1,®1), czyli p1(m) &1 1(n) = p1(m+ n) oraz
p1(m) ©1 ¢1(n) = p1(m - n).
o W Z mozna okresli¢c odejmowanie &1 i porzadek <j:
[(%, )] ©1 (1, V)lmy = X+ v,y + ulxy
[(x, )]~ <1 [(u,v)]~, wtedy i tylko wtedy, gdy x + v < y + u.
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ANECUIVRICTEY VIR Przyktad: liczby catkowite

@ Proponujemy stuchaczom samodzielne zmierzenie sie z wykazaniem
poprawnosci wyzej okreslonych dziatahn oraz wykazaniem, ze ¢ jest
homomorfizmem.

o ({[(x,0)]x, : x € N}, ®1,®1) jest podalgebra algebry (Z,®1,®1) i
jest izomorficzna z (N, +, ). Sa to nieujemne liczby catkowite. Fakt
ten sktania do pewnych uproszczen w notacji liczb catkowitych:

© zamiast [(x,0)]~, piszemy po prostu x
@ zamiast [(0, x)]~, piszemy po prostu —x
© przyjmujac powyzsze uproszczenia, mozemy napisac:
Z =NU{—x:x € N}, co jest bliskie praktyce szkolng;.

o Podana wyzej definicja pochodzi od Hermanna Grassmanna
(1809-1877), ktéry podat réwniez opis aksjomatyczny liczb
catkowitych.
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PNESUIVRICTEY VM Przyktad: liczby wymierne

e Konstrukcja liczb wymiernych. Dana jest algebra (Z, ®1, ®1).
Okreslamy relacje ~,C (Z x (Z —{0})) x (Z x (Z — {0})):

o (x,y) =~ (u,v) wtedy i tylko wtedy, gdy x ®1 v =y @7 u.

@ = jest rownowaznoscia. Niech Q = (Z x (Z — {0}))/ ~2 (liczby
wymierne). =%, jest kongruencja, wiec mozemy zdefiniowaé dziatania w
algebrze ilorazowej w znany juz sposéb, a takze wprowadzi¢ nowe
dziatanie (dzielenie):

[, )]z @2 [(0, )], = [((x ©1v) B1 (y ©1 1), (y ©1 V)],

(%, ¥)lxa ©2 (0, V)], = [((x ©1 V) ©1 (y O1 1), (¥ ©1 V)],

[( ) ®2 [(IJ, V)]z [(X ®1 uy O1 V) 2

{ (U, V)]~ = [

2

(% V)]s @2 (1, V)] = [X @1 v, y O Uy, o ile
(u, )]~z # [(0,1)]x,-

e Odwzorowanie 3 : Z — Q okreslone wzorem @a(x) = [(x,1)]~, jest
monomorfizmem.
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PNESUIVRICTEY VM Przyktad: liczby wymierne

o Dla kazdej liczby wymiernej [(x, y)]~, mamy:
[(%, )]z = [(x, D]xz @2 [(y, D],

o Liczbe wymierng [(x, 1)]~,, na mocy Tradycji i faktu, ze oo jest
izomorfizmem (Z, ®1,®1) na ({[(x,1)]~, : x € Z}, B2, ®2), zwykle
utozsamiamy z liczba catkowitg x.

o Liczbe wymierna [(x, y)]~, zapisa¢ mozemy wiec w znany ze szkoty
sposob, jako utamek }5/ Wtedy:

© Q={J:x€ZorazycZ—{0}}.

Obie powyzsze konstrukcje systeméw liczbowych przytaczamy jedynie jako
ilustracje wykorzystania kongruencji w tworzeniu algebr ilorazowych. Jedna
z konstrukcji liczb rzeczywistych (ta podana przez Cantora) takze
wykorzystuje konstrukcje ilorazowe (punktem wyjscia sa nieskoniczone ciagi
liczb wymiernych). W praktyce matematycznej postugujemy sie raczej
aksjomatycznym wprowadzeniem réznych systeméw liczbowych.

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 2 2021 27 / 40



TWierdzenie ° homomorﬁzmie

o Jesli f: A — B jest homomorfizmem, to relacje
kers C dom(A) x dom(A) okreslona warunkiem x kerr y wtedy i tylko
wtedy, gdy f(x) = f(y) nazywamy jadrem homomorfizmu f. Relacja
ta jest kongruencja algebry A.

o Jesli 0 jest dowolng kongruencja algebry A, to niech ky bedzie
odwzorowaniem algebry A na algebre ilorazowa A /6 okreslonym
warunkiem: kg(x) = [x]p. Wtedy odwzorowanie to jest
homomorfizmem A na A/, nazywanym homorfizmem kanonicznym, a
jego jadrem jest kongruencja 6.

Twierdzenie (o homomorfizmie). Niech A, B i C beda algebrami tego
samego typu. Niech dalej f : A — B bedzie homomorfizmem, a g : A — C
bedzie homomorfizmem surjektywnym, przy czym kerg C kers. Wtedy
istnieje doktadnie jeden homomorfizm h: C — B taki, ze hog = f.
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LRVECFENIERRPLTN TSP I  Twierdzenie o homomorfizmie

Dowdd. Niech h = {(g(a),f(a)) : a € A}. Pokazemy, ze: h jest funkgja,
nadto jedyna funkcja taka, ze ho g = f, i wreszcie, ze h jest
homomorfizmem C w B.

Jesli g(a) = g(b), to (a, b) € kerg, a zatem takze (a, b) € kery, co
oznacza, ze f(a) = f(b). Wida¢ wiec, ze relacja h jest funkcja. Jej
dziedzing jest C, poniewaz g jest surjekcja. Ponadto, h(g(a)) = f(a) dla
dowolnego a € A, czyli ho g = f. Niech i o g = f. Wtedy dla dowolnego
c € C istnieje a € A takie, ze g(a) = c. Ponadto:

W(c) = H(g(a)) = (H o g)(a) = £(a) = (ho g)(a) = h(g(a)) = h(c), oyl
h = K, co oznacza, ze funkcja h jest wyznaczona jednoznacznie.
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TWierdzenie ° homomorfizmie

Niech w bedzie dowolnym m-argumentowym symbolem funkcyjnym z
sygnatury rozwazanych algebr oraz niech c¢y,..., ¢, € C. Poniewaz g jest
surjekcja, wiec istnieja ai, ..., am € A takie, ze g(a;) = ¢; dla wszystkich
1 < i< m. Na mocy tego, ze f i g s3 homomorfizmami, mamy:

h(wC(Cl, 7Cm)) =

h(w(g(a1),- -, &(am))) =
h(g(wA(ala ;am))) =
(hog)(wh(a1,...,am)) =
f(wA(ab aam)) =
wB(f(a1),...,f(am)) =
wB((hog)(ar),...,(hog)(am)) =
wB(h(g(a1)), ... h(g(am))) =
wWB(h(cy), ..., h(cm)).

A zatem h jest homomorfizmem C w B.
O
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LRVEIC FENIERRPLT TS PA M Pierwsze twierdzenie o izomorfizmie

Twierdzenie (pierwsze o izomorfizmie). Niech f : A — B bedzie
surjektywnym homomorfizmem. Jesli 6 = kerr, to istnieje doktadnie jeden
izomorfizm h: A/6 — B taki, ze ho kg = f.

Dowéd. Poniewaz z zatozenia 6 = kery, = kerr, wiec korzystajac z
poprzedniego twierdzenia wiemy, Ze istnieje doktadnie jeden homomorfizm
h: A/ — B taki, ze ho kg = f. Trzeba pokaza¢, ze h jest bijekcja.
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Pierwsze tWierdzenie ° izomorfizmie

@ Poniewaz f jest surjekcja, wiec dla kazdego b € B istnieje a € A taki,
ze f(a) = b.

o Mamy zatem:
b= f(a) = (hoky)(a) = h(k(a)) = h([als),

czyli h jest surjekcja.
e Przypusémy, ze h(a/6) = h(b/0).
e Wtedy f(a) = f(b), co oznacza, ze (a,b) € kerr = 0.
o A zatem a/f = b/0, czyli h jest injekgja.
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Niech 6 i ¢ beda kongruencjami algebry A i zatézmy, ze § C ¢. W zbiorze
ilorazowym A/6 okreslamy relacje ¢/ warunkiem: (x/60,y/0) € ¢/0 wtedy
i tylko wtedy, gdy (x,y) € ¢. Wtedy ¢/ jest kongruencja algebry
ilorazowej A /6, poniewaz:

© ¢/0 jest relacja réwnowaznosci na A, co wynika bezposrednio z
definicji.

@ Niech w” bedzie dowolna operacja m-argumentowa algebry A oraz
niech a1, b1, ..., am, bm € A beda takie, ze (a;/0, b;j/0) € ¢/6 dla
wszystkich 1 < 7 < m. Oznacza to, ze (aj, b;) € ¢ dla wszystkich
1 < i < m. Poniewaz ¢ jest kongruencja, wiec mamy
(wh(a1,- -y am), WP (b1, ..., bm)) € ¢/0, czyli /0 jest kongruencja
algebry ilorazowej A/6.

Twierdzenie (drugie o izomorfizmie). Niech 6 i ¢ beda kongruencjami
algebry A takimi, ze  C ¢. Wtedy algebry A/¢ i (A/6)/(¢/6) sa
izomorficzne.
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LRVEIC FENIERRPLTN TGP I Drugie twierdzenie o izomorfizmie

ke
A

A/
kg h

A/6

o Dowdd. Wykorzystamy twierdzenie o homomorfizmie, wiec wygodnie
przyja¢ oznaczenia dla odwzorowan kanonicznych i algebr ilorazowych:
f=ky 8=k, B=A/p, C=A/0.

o Wtedy f : A —>Borazg: A — C.

@ Z zatozenia kery = 0 C ¢ = kery.

@ Spetnione s3 zatem zatozenia twierdzenia o homomorfizmie, czyli
istnieje homomorfizm h: C — B (a wiec h: A/ — A/¢) taki, ze
hog="f.
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Pokazemy, ze kerp, = ¢/0. Mamy mianowicie nastepujacy ciag
réwnowaznosci:

Q (a/0,b/0) € kerp wtedy i tylko wtedy, gdy

@ h(a/0) = h(b/0) wtedy i tylko wtedy, gdy

@ (hog)(a) = (hog)(b) wtedy i tylko wtedy, gdy

Q f(a) = f(b) wtedy i tylko wtedy, gdy

© a/¢ = b/¢ wtedy i tylko wtedy, gdy

O (a, b) € ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy

@ (a/0,b/6) € ¢/6.
Tak wiec, kerp, = ¢/6. Skoro f i g sa surjekcjami, to h(A/0) = A/¢. Teza

naszego twierdzenia wynika zatem z pierwszego twierdzenia o izomorfizmie.

0
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TrzeCie tWierdzenie °© izomorfizmie

Twierdzenie (trzecie o izomorfizmie). Niech B bedzie podalgebra algebry
A, a 0 kongruencja algebry A. Oznaczmy: BO) = {ac A:3Jb € B abb} i
niech Bf bedzie algebra generowana przez Bf. Wtedy B6 jest podalgebra
algebry A i algebry B/(6 N B2) oraz B6/(6 N (BH)?) sa izomorficzne.
Dowéd. Udowodnimy najpierw, ze B jest podalgebra algebry A.
@ Niech w bedzie operacja m-argumentowq i niech as,...,an € B6.
Whtedy istnieja by, ..., bm € B takie, ze (aj, b;) € 0 dla wszystkich
1 < i < m. Poniewaz 6 jest kongruencja, wiec:
(WA (a1,...,am),w?(b1,...,bnm)) €0.

o Mamy w”(by,...,bn) € B, poniewaz B jest podalgebra algebry A.
o Z tego otrzymujemy, ze w”(ay,...,am) € B6.

o Pokazalismy, ze zbiér B jest zamkniety na operacje algebry A, a wiec
B6 jest podalgebra algebry A.
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TrzeCie tWierdzenie °© izomorfizmie

Udowodnimy teraz, ze algebry B/(6 N B?) oraz BA/(6 N (B)?) sa
izomorficzne.

@ Poniewaz 6 jest kongruencja w A oraz Bf jest podalgebra algebry A,
wiec ¢ = 0 N (BH)? jest kongruencja algebry B6.

@ Niech h: B — B/ bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem
h(b) = b/1. Pokazemy, ze h jest homomorfizmem algebry B na
algebre BO /4.

@ Niech w bedzie operacja m-argumentowa i niech by, ..., b, € B.
Mamy wtedy:

@ h(wB(by,...,bn)) =

e wB(bl, ey bm)
Q w(by,..., by
o wBG/w(bl/wa L) bm/w) =
Q@ WBY¥(h(by,..., h(bm))).

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 2 2021 37 / 40



TrzeCie tWierdzenie °© izomorfizmie

e Oznacza to, ze h jest homorfizmem algebry B/(6 N B2) na algebre
BO/(6 N (BO)?).

o Jadrem homomorfizmu h jest § N B?.

e Dla dowolnych by, b, € B mamy bowiem:

Q (b1, bo) € kery wtedy i tylko wtedy, gdy
@ h(by) = h(by) wtedy i tylko wtedy, gdy
© b1/ = by /1) wtedy i tylko wtedy, gdy

Q (b1, b2) € 9.
o Tak wiec, ker, = ¢ N B? = 0N (BH)? N B? = 6N B?, poniewaz
B C B6.

@ Na mocy pierwszego twierdzenia o izomorfizmie, h jest zatem
izomorfizmem algebr B/(6 N B?) oraz BA/(0 N (B)?).
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Twierdzenie (o odpowiedniosci). Niech A bedzie algebra, a 0 jej
kongruencja. Niech ' = {¢ € Con(A) : 6 C ¢} oraz A = Con(A/0).
Wtedy odwzorowanie f : I — A dane wzorem f(¢) = ¢/0 jest bijekcja,
zachowujaca inkluzje kongruencji, czyli taka, ze: jesli 8 C ¢1 C ¢», to

f(¢1) C £(2).

e Dowdd. Niech g(a) = {(x,y) € A%: (x/0,y/0) € a}, dla wszystkich
a € N\. Wtedy g(«) jest réwnowaznoscia na zbiorze A. Pokazemy, ze
g(«) jest kongruencja algebry A.

o Niech zatem w® bedzie m-argumentowa operacja algebry A oraz niech
a1, bi,...,am, bm € A beda takie, ze (a;/6,b;/0) € adlal < i< m.

@ Poniewaz « jest kongruencja algebry A/, wiec:

(W9 (a1/0,...,am/0), ™ (b1/0, ..., bnd)) € a.

@ Na mocy definicji operacji w algebrze ilorazowej otrzymujemy stad, ze:
(wh(a1,...,am)/0,wr (b1, ..., bm)/0) € a. To z kolei oznacza, ze
relacja g(«) jest kongruencja algebry A.
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@ Zachodzi inkluzja 6 C g(«), a wiec g(a) € T. Zauwazmy, ze:
O (x/0,y/0) € a wtedy i tylko wtedy, gdy
Q (x,y) € g(«) wtedy i tylko wtedy, gdy
Q (x/0,y/0) € g(a)/b.

e To pokazuje, ze a« = g(a)/0, co z kolei oznacza, ze ztozenie f o g jest
relacja identycznosci na A. Podobnie, ztozenie g o f jest relacja
identycznosci na . Funkcje spetniajace takie warunki musza by¢
wzajemnie jednoznaczne, co wynika ze znanego faktu dotyczacego
funkgji.

o Wreszcie, jesli 0 C ¢1 C ¢, to ¢1/0 C ¢2/6, czyli:
f(p1) = ¢1/0 C ¢2/0 = f(2).

O
W jezyku teorii krat twierdzenie to méwi, ze przedziat [0, Va] (bedacy
podkrata kraty kongruencji algebry A) jest izomorficzny z krata kongruencji
algebry A/6.
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