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Wst¦p

Plan wykªadu

W tym wykªadzie podamy kilka wa»nych twierdze« metalogicznych, wraz z

dowodami.

Twierdzenie Gödla o niezupeªno±ci PA.

Twierdzenie Rossera o niezupeªno±ci PA.

Twierdzenie Gödla o niedowodliwo±ci niesprzeczno±ci PA w PA.

Twierdzenie Löba.

Twierdzenie Tarskiego o niede�niowalno±ci w PA poj¦cia prawdy

arytmetycznej.

Dowody tych twierdze« w istotny sposób wykorzystuj¡ procedur¦

arytmetyzacji skªadni opisan¡ w poprzednim wykªadzie.
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Kilka poj¦¢ metalogicznych Teorie rekurencyjnie aksjomatyzowalne

Teorie rekurencyjnie aksjomatyzowalne

Procedur¦ arytmetyzacji skªadni mo»na przeprowadzi¢ dla dowolnej

teorii pierwszego rz¦du, której zbiór numerów gödlowskich symboli

pozalogicznych jest rekurencyjny.

Je±li jednak zbiór numerów gödlowskich aksjomatów pozalogicznych

teorii T nie jest rekurencyjny, to relacja DowT (a, b) (czytaj: a jest

numerem gödlowskim dowodu w teorii T formuªy o numerze

gödlowskim b) nie musi by¢ rekurencyjna. W konsekwencji, w takim

przypadku zbiór numerów gödlowskich twierdze« teorii T nie musi by¢

rekurencyjnie przeliczalny.

Mówimy, »e teoria T jest (rekurencyjnie) aksjomatyzowalna, gdy
zbiór numerów gödlowskich aksjomatów teorii T jest rekurencyjny.

Arytmetyka PA jest rekurencyjnie aksjomatyzowalna.
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Kilka poj¦¢ metalogicznych Zupeªno±¢ i rozstrzygalno±¢

Zupeªno±¢ i rozstrzygalno±¢

Niech T b¦dzie teori¡ pierwszego rz¦du, której zbiór numerów gödlowskich

symboli pozalogicznych jest rekurencyjny. Mówimy, »e T jest:

zupeªna, gdy dla dowolnego zdania ψ jej j¦zyka: albo T ` ψ, albo
T ` ¬ψ; w przeciwnym przypadku T nazywamy niezupeªn¡.

rozstrzygalna, gdy zbiór numerów gödlowskich jej twierdze« jest

rekurencyjny; w przeciwnym przypadku T nazywamy

nierozstrzygaln¡.

Teoria T jest zatem zupeªna, gdy dla dowolnego pytania rozstrzygni¦cia
sformuªowanego w jej j¦zyku: albo odpowied¹ TAK, albo odpowied¹ NIE na
to pytanie jest dowodliwa w T .

Teoria T jest rozstrzygalna, gdy istnieje obliczalna metoda pozwalaj¡ca
rozstrzyga¢ o dowolnej formule jej j¦zyka czy jest ona twierdzeniem T czy
nie jest [zakªadamy tu Tez¦ Churcha: obliczalne=rekurencyjne].
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Kilka poj¦¢ metalogicznych ω-niesprzeczno±¢

ω-niesprzeczno±¢

Niech T b¦dzie teori¡ (pierwszego rz¦du), w której j¦zyku mamy liczebniki

(nazwy liczb naturalnych). Jak zwykle, T ` ψ oznacza, »e istnieje dowód

formuªy ψ w teorii T . Piszemy T non ` ψ, gdy nie zachodzi T ` ψ.

Mówimy, »e teoria T jest ω-niesprzeczna, gdy dla ka»dej formuªy

ψ(x): je±li T ` ψ(0), T ` ψ(1), T ` ψ(2), . . . , T ` ψ(n),. . . , to
T non ` ∃x ¬ψ(x).

Twierdzenie. Je±li PA jest ω-niesprzeczna, to jest niesprzeczna.

Zarys dowodu. Wystarczy znale¹¢ cho¢ jedn¡ formuª¦, która nie jest

twierdzeniem PA. Mamy: PA ` x
.
= x → x

.
= x , a zatem

PA ` n
.
= n→ n

.
= n dla wszystkich n. Z zaªo»enia o

ω-niesprzeczno±ci mamy: PA non ` ∃x ¬(x .
= x → x

.
= x).
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Konstrukcja zdania Gödla

Konstrukcja zdania Gödla

Funkcj¦ num okre±lamy przez schemat rekursji prostej:

num(0) = 〈sn(0)〉
num(a + 1) = 〈sn(s), num(a)〉.

Wtedy num(n) jest numerem gödlowskim liczebnika n. Funkcja num jest

rekurencyjna. Przypominamy, »e 〈 〉 jest tu funkcj¡ kodowania ci¡gów

zde�niowan¡ w poprzednim wykªadzie.

Nie zagub si¦! Nale»y odró»nia¢:

liczb¦ naturaln¡ n

liczebnik n

numer gödlowski num(n) liczebnika n.
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Konstrukcja zdania Gödla

Konstrukcja zdania Gödla

Niech sam b¦dzie dwuargumentow¡ relacj¡ zde�niowan¡ nast¦puj¡co:

sam(a, b) ≡ Form(a) ∧ Fr(a, 2) ∧ Dow(b, Sub(a, 2, num(a))).

Je±li a jest numerem gödlowskim formuªy, powiedzmy, ψ(x1), to
Sub(a, 2, num(a)) jest numerem gödlowskim formuªy, która powstaje z

formuªy ψ(x1) poprzez wstawienie za zmienn¡ x1 liczebnika

nazywaj¡cego liczb¦ a, czyli nazywaj¡cego wªa±nie numer gödlowski

samej formuªy ψ.

Tak wi¦c, rekurencyjna (!) relacja sam zachodzi mi¦dzy liczbami a
oraz b dokªadnie wtedy, gdy:

a jest numerem gödlowskim formuªy o zmiennej wolnej x1,
b jest numerem gödlowskim dowodu formuªy o numerze gödlowskim
Sub(a, 2, num(a)), czyli formuªy otrzymanej z formuªy o numerze
gödlowskim a w wy»ej podany sposób.
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Konstrukcja zdania Gödla

Konstrukcja zdania Gödla

Komentarz dydaktyczny. Mamy formuª¦, powiedzmy, ψ(x1) o jednej

zmiennej wolnej x1 (wybór tej wªa±nie zmiennej jest nieistotny).

Formuªa ta ma swój numer gödlowski, powiedzmy, a, czyli
pψ(x1)q = a.

Liczba num(a) jest numerem gödlowskim liczebnika a.

Do formuªy ψ(x1) chcemy wstawi¢, w miejsce zmiennej wolnej x1 term

a, czyli chcemy otrzyma¢ formuª¦ ψ(a), która (na mocy de�nicji liczby

a) jest formuª¡ ψ(pψ(x1)q).

Liczba Sub(a, 2, num(a)) jest wªa±nie numerem gödlowskim

otrzymanej w ten sposób formuªy: Sub(a, 2, num(a)) = pψ(pψ(x1)q)q.

Pami¦taj: do formuªy podstawiamy (w miejsce zmiennej wolnej) term.

W szczególno±ci, term ten mo»e by¢ liczebnikiem.
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Konstrukcja zdania Gödla

Konstrukcja zdania Gödla

Poniewa» sam jest relacj¡ rekurencyjn¡, wi¦c (na mocy twierdzenia o

reprezentowalno±ci) istnieje co najmniej jedna formuªa j¦zyka PA, która

mocno reprezentuje t¦ relacj¦. Niech sam(x , y) b¦dzie tak¡ formuª¡.

Rozwa»my formuª¦ o postaci: ∀y ¬ sam(x , y).

Niech m = p∀y ¬ sam(x , y)q, czyli niech m b¦dzie numerem

gödlowskim formuªy ∀y ¬ sam(x , y).

Niech god b¦dzie zdaniem: ∀y ¬ sam(m, y).

Zdanie god nazywamy zdaniem Gödla.

Zdanie god stwierdza zatem, »e formuªa o numerze gödlowskim m nie

ma dowodu w PA.

Poniewa» m jest numerem gödlowskim formuªy ∀y ¬ sam(x , y), wi¦c
zdanie Gödla god stwierdza, »e zdanie god nie jest twierdzeniem PA,

czyli gªosi ono samo o sobie: �nie jestem twierdzeniem PA.�
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I Twierdzenie Gödla (o niezupeªno±ci PA)

I Twierdzenie Gödla (o niezupeªno±ci PA)

I Twierdzenie Gödla (o niezupeªno±ci PA)

Je±li PA jest ω-niesprzeczna, to ani zdanie god, ani zdanie ¬ god nie ma
dowodu w PA:

1 PA non ` god

2 PA non ` ¬ god.

Tak wi¦c, PA jest niezupeªna.

Zauwa»my, »e jedno ze zda«: god , ¬ god musi by¢ prawdziwe w

modelu standardowym N0. Zobaczymy, »e N0 |= god .

Dla dowodu PA non ` god wystarczy zaªo»enie niesprzeczno±ci PA;

dowód PA non ` ¬ god wymaga silniejszego zaªo»enia

ω-niesprzeczno±ci.
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I Twierdzenie Gödla (o niezupeªno±ci PA)

Dowód I Twierdzenia Gödla

PA non ` god .

Dla dowodu nie wprost przypu±¢my, »e PA ` god , czyli »e god ma

dowód w PA.

Niech k b¦dzie numerem gödlowskim jakiego± dowodu zdania god
(pami¦tamy, »e dowody, jako ci¡gi formuª, te» maj¡ numery

gödlowskie).

Zachodzi zatem sam(m, k). Poniewa» sam mocno reprezentuje relacj¦

sam, wi¦c PA ` sam(m, k).

Skoro PA ` god , czyli PA ` ∀y ¬ sam(m, y), to PA ` ¬ sam(m, k).

Skoro PA ` sam(m, k) oraz PA ` ¬ sam(m, k), to PA jest sprzeczna,

wbrew zaªo»eniu (bo zakªadamy, »e PA jest nawet ω-niesprzeczna).

Przypuszczenie dowodu nie wprost trzeba zatem odrzuci¢.

Ostatecznie, PA non ` god .
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I Twierdzenie Gödla (o niezupeªno±ci PA)

Dowód I Twierdzenia Gödla

PA non ` ¬ god .

Pokazali±my, »e PA non ` god , a wi¦c nie istnieje liczba naturalna n,
która byªaby numerem gödlowskim dowodu god w PA.

Dla ka»dej n: nie zachodzi zatem sam(m, n).

Poniewa» sam mocno reprezentuje relacj¦ sam, wi¦c dla wszystkich n
mamy: PA ` ¬ sam(m, n).

Na mocy ω-niesprzeczno±ci PA mamy: PA non ` ∃y ¬¬ sam(m, y), co
jest równowa»ne temu, i» PA non ` ¬∀y ¬ sam(m, y).

Poniewa» ¬∀y ¬ sam(m, y) jest formuª¡ ¬ god , wi¦c PA non ` ¬ god .

Dowód caªego twierdzenia zostaª tym samym zako«czony.
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I Twierdzenie Gödla (o niezupeªno±ci PA)

I Twierdzenie Gödla: komentarz

Zdanie Gödla god jest formuª¡ generalnie skwanty�kowan¡:

∀y ¬ sam(m, y).

Poniewa»:

PA non ` god oraz
sam mocno reprezentuje w PA relacj¦ sam,

wi¦c dla ka»dej liczby naturalnej n mamy: PA ` ¬ sam(m, n).

Tak wi¦c, cho¢ samo (generalnie skwanty�kowane) zdanie Gödla jest

nierozstrzygalne w PA, to wszystkie jego szczególne przypadki (gdy

pomijamy kwanty�kator generalny i wstawiamy liczebnik za zmienn¡)

s¡ twierdzeniami PA.

Zaªo»enie ω-niesprzeczno±ci mo»na osªabi¢ do zwykªej niesprzeczno±ci,

jak za chwil¦ zobaczymy.
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Twierdzenie Rossera

Konstrukcja zdania Rossera

Zde�niujmy dwuargumentow¡ relacje rekurencyjn¡ samneg:

samneg(a, b) ≡ Form(a) ∧ Fr(a, 2) ∧ Dow(b, Sub(〈3, a〉, 2, num(a))).

Relacja samneg zachodzi zatem mi¦dzy liczbami a oraz b dokªadnie

wtedy, gdy a jest numerem gödlowskim pewnej formuªy, powiedzmy,

ψ(x1) o zmiennej wolnej x1, natomiast b jest numerem gödlowskim

dowodu formuªy otrzymanej przez podstawienie w formule ¬ψ(x1) za
zmienn¡ x1 liczebnika nazywaj¡cego liczb¦ a, czyli numer gödlowski

samej formuªy ψ(x1).

Relacja samneg jest rekurencyjna, a zatem istnieje co najmniej jedna

formuªa j¦zyka PA, która j¡ mocno reprezentuje. Niech samneg b¦dzie

tak¡ formuª¡.

Jak poprzednio, niech formuªa sam mocno reprezentuje relacj¦ sam.
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Twierdzenie Rossera

Konstrukcja zdania Rossera

Rozwa»my formuª¦: ∀y (sam(x , y)→ ∃z (z6y ∧ samneg(x , z))). Tu
6 jest predykatem o denotacji 6.

Niech n b¦dzie numerem gödlowskim tej formuªy, czyli:

n = p∀y (sam(x , y)→ ∃z (z6y ∧ samneg(x , z)))q.

Niech ros b¦dzie zdaniem:

∀y (sam(n, y)→ ∃z (z6y ∧ samneg(n, z))).

Zdanie ros nazwiemy zdaniem Rossera.

Dla ka»dej liczby naturalnej y mamy:

(†) sam(n, y) dokªadnie wtedy, gdy y jest numerem gödlowskim

dowodu w PA zdania ros

(‡) samneg(n, y) dokªadnie wtedy, gdy y jest numerem gödlowskim

dowodu w PA zdania ¬ ros.
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Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera

Zdanie Rossera ros stwierdza zatem, »e je±li istnieje w PA dowód

zdania ros, to istnieje w PA równie» dowód (o niewi¦kszym numerze

gödlowskim) zdania ¬ ros.

Zdanie ros stwierdza wi¦c, »e je±li ono samo jest twierdzeniem PA, to

twierdzeniem PA jest tak»e jego negacja.

Twierdzenie Rossera.

Je±li PA jest niesprzeczna, to ani zdanie ros, ani zdanie ¬ ros nie ma
dowodu w PA:

1 PA non ` ros

2 PA non ` ¬ ros.

Tak wi¦c, PA jest niezupeªna.
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Twierdzenie Rossera

Dowód Twierdzenia Rossera

1. PA non ` ros

Przypu±¢my, dla dowodu nie wprost, »e PA ` ros i niech k b¦dzie

numerem gödlowskim jakiego± dowodu ros w PA.

Wtedy (na mocy (†)) sam(n, k), a wi¦c PA ` sam(n, k).

Na mocy przypuszczenia dowodu nie wprost mamy:

PA ` sam(n, k)→ ∃z (z6k ∧ samneg(n, z)).

Na mocy reguªy odrywania mamy: (∗) PA ` ∃z (z6k ∧ samneg(n, z)).

Na mocy zaªo»enia, »e PA niesprzeczna: nie istnieje w PA dowód

zdania ¬ ros.

Na mocy (‡), dla ka»dej y : nie zachodzi samneg(n, y).

Poniewa» samneg mocno reprezentuje samneg w PA, wi¦c dla

wszystkich i mamy: PA ` ¬ samneg(n, i).
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Twierdzenie Rossera

Dowód Twierdzenia Rossera

W szczególno±ci:

PA ` ¬ samneg(n, 0) ∧ ¬ samneg(n, 1) ∧ . . . ∧ ¬ samneg(n, k).

Na mocy faktu podanego w poprzednim wykªadzie mamy:

PA ` (¬ samneg(n, 0) ∧ ¬ samneg(n, 1) ∧ . . . ∧ ¬ samneg(n, k))→
∀z (z6k → ¬ samneg(n, z)).

Na mocy reguªy odrywania mamy:

(∗∗) PA ` ∀z (z6k → ¬ samneg(n, z)).

Skoro zachodz¡ (∗) oraz (∗∗), to PA jest sprzeczna, wbrew zaªo»eniu.

Tak wi¦c, przypuszczenie dowodu nie wprost PA ` ros trzeba odrzuci¢

jako faªszywe.

Ostatecznie, PA non ` ros.
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Twierdzenie Rossera

Dowód Twierdzenia Rossera

2. PA non ` ¬ ros

Przypu±¢my, dla dowodu nie wprost, »e PA ` ¬ ros i niech r b¦dzie

numerem jakiego± dowodu ¬ ros w PA.

Na mocy (‡) mamy: samneg(n, r), a na mocy mocnej

reprezentowalno±ci samneg przez samneg mamy: PA ` samneg(n, r).

Z zaªo»enia niesprzeczno±ci PA oraz przypuszczenia dowodu nie wprost

mamy: PA non ` ros.

Tak wi¦c, »adna liczba y nie jest numerem gödlowskim dowodu zdania

ros, co oznacza, »e dla ka»dej y : nie zachodzi sam(n, y).

W konsekwencji, PA ` ¬ sam(n, i), dla wszystkich i .

Mamy wi¦c: PA ` ¬ sam(n, 0) ∧ ¬ sam(n, 1) ∧ . . . ∧ ¬ sam(n, r).
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Twierdzenie Rossera

Dowód Twierdzenia Rossera

Tak samo jak w dowodzie punktu 1 otrzymujemy st¡d:

PA ` y6r → ¬ sam(n, y).

Skoro PA ` samneg(n, r), to PA ` r6y → ∃z (z6y ∧ samneg(n, z)).

Z faktu podanego w poprzednim wykªadzie mamy: PA ` y6r ∨ r6y .

Z trzech powy»szych faktów otrzymujemy:

PA ` ¬ sam(n, y) ∨ ∃z (z6y ∧ samneg(n, z)).

Na mocy reguªy generalizacji mamy:

PA ` ∀y (sam(n, y)→ ∃z (z6y ∧ samneg(n, z))).

Otrzymali±my wi¦c: PA ` ros, co (ª¡cznie z przypuszczeniem dowodu

nie wprost) przeczy zaªo»eniu o niesprzeczno±ci PA.

Ostatecznie, odrzucamy przypuszczenie dowodu nie wprost i mamy:

PA non ` ¬ ros.
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Lemat przek¡tniowy

Lemat przek¡tniowy

Oba powy»sze twierdzenia (oraz szereg dalszych) mo»na udowodni¢,

odwoªuj¡c si¦ do pewnego wyniku dotycz¡cego dowodów
przek¡tniowych.

W dalszym ci¡gu tego wykªadu przyjmujemy we wszystkich

twierdzeniach zaªo»enie: PA jest niesprzeczna.

Lemat Przek¡tniowy. Dla dowolnej formuªy j¦zyka PA ϕ(x) o jednej
zmiennej wolnej istnieje zdanie ψ tego j¦zyka takie, »e:
PA ` ψ ≡ ϕ(pψq).

Tak wi¦c, dla ka»dej wªasno±ci (liczb) wyra»alnej w PA znajdziemy zdanie

ψ stwierdzaj¡ce, »e jego numer gödlowski pψq ma t¦ wªasno±¢.
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Lemat przek¡tniowy

Dowód Lematu Przek¡tniowego

Dowód. Przypomnijmy, »e dla termu t, zmiennej x oraz formuªy φ mamy:

Sub(pφq, pxq, ptq) = pφ(x/t)q (= numer gödlowski formuªy

otrzymanej przez podstawienie termu t za zmienn¡ x w formule φ).

Niech Subst(x , y , z) = Sub(x , y , num(z)).

Subst jest funkcj¡ rekurencyjn¡, a wi¦c istnieje co najmniej jedna

formuªa j¦zyka PA, która j¡ reprezentuje w PA. Niech Subst(x , y , u, v)
b¦dzie tak¡ formuª¡.

Rozwa»my formuª¦ ref (x) o postaci: ∀y (Subst(x , 2, x , y)→ ϕ(y)).
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Lemat przek¡tniowy

Dowód Lematu Przek¡tniowego

Niech m = pref (x)q.

Niech ψ b¦dzie zdaniem ref (m).

Wtedy w PA mo»na udowodni¢ równowa»no±¢ nast¦puj¡cych zda« (co

daje dowód Lematu Przek¡tniowego):

ψ

ref (m)

∀y (Subst(m, 2,m, y)→ ϕ(y))

∀y (Subst(pref (x)q, 2,m, y)→ ϕ(y))

ϕ(pref (m)q)

ϕ(pψq).
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Lemat przek¡tniowy

Lemat Przek¡tniowy: komentarz dydaktyczny

Istniej¡ce na mocy Lematu Przek¡tniowego zdanie ψ stwierdza samo o

sobie, »e (jego numer gödlowski) ma wªasno±¢ ϕ.

Precyzyjne sformuªowanie tego faktu staªo si¦ mo»liwe dzi¦ki

procedurze arytmetyzacji skªadni.

Unikamy przy tym wszelkich niebezpiecze«stw, które stwarzaj¡ zdania

samozwrotne w j¦zykach etnicznych.

Przypominamy, »e np. zdanie:

Zdanie napisane w tej ramce jest faªszywe.

prowadzi do antynomii. Powstaje ona na skutek pomieszania j¦zyka

przedmiotowego i metaj¦zyka.
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Lemat przek¡tniowy Przykªad: I Twierdzenie Gödla jako konsekwencja LP

I Twierdzenie Gödla jako konsekwencja LP

Dla dowolnej formuªy ψ j¦zyka PA: je±li PA ` ψ, to PA ` Tw(pψq)
(implikacja odwrotna nie zachodzi). Tutaj Tw(y) jest formuª¡

∃xDow(x , y), gdzie Dow mocno reprezentuje w PA relacj¦ Dow.

Niech ϕG b¦dzie zdaniem takim, »e PA ` ϕG ≡ ¬ Tw(pϕGq).

Zdanie ϕG istnieje na mocy Lematu Przek¡tniowego.

I Twierdzenie Gödla.

Niech ϕG b¦dzie okre±lonym powy»ej zdaniem. Wtedy:

1 PA non ` ϕG .
2 Je»eli dla dowolnego zdania ψ zachodzi implikacja:

(∗) je±li PA ` Tw(pψq), to PA ` ψ,
to PA non ` ¬ϕG .
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Lemat przek¡tniowy Przykªad: I Twierdzenie Gödla jako konsekwencja LP

I Twierdzenie Gödla jako konsekwencja LP

Dowód 1.

Dla dowodu nie wprost punktu 1, przypu±¢my, »e PA ` ϕG .
Wtedy PA ` Tw(pϕGq), a st¡d PA ` ¬ϕG .
To oznacza, »e PA jest sprzeczna, wbrew zaªo»eniu.

Przypuszczenie PA ` ϕG trzeba wi¦c odrzuci¢. Ostatecznie,

PA non ` ϕG .

Dowód 2.

Dla dowodu nie wprost punktu 2, przypu±¢my, »e PA ` ¬ϕG .
Wtedy PA ` ¬¬ Tw(pϕGq), a st¡d PA ` Tw(pϕGq).

Na mocy (∗) mamy wtedy PA ` ϕG , wbrew 1.

Przypuszczenie dowodu nie wprost zatem odrzucamy i mamy

ostatecznie PA non ` ¬ϕG .
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Lemat przek¡tniowy Przykªad: I Twierdzenie Gödla jako konsekwencja LP

I Twierdzenie Gödla jako konsekwencja LP: komentarz

Nie zakªadano ω-niesprzeczno±ci PA, a tylko jej niesprzeczno±¢ oraz

warunek (∗).
Z ω-niesprzeczno±ci wynika warunek (∗).
W dowodzie wykorzystywano warunek (∗) tylko dla zdania ϕG .

Zdanie ϕG ma posta¢: ¬∃x Dow(x , pϕGq), jest zatem równowa»ne

zdaniu ogólnemu.

Pokazali±my, »e to zdanie jest nierozstrzygalne w PA.

Mo»na te» pokaza¢, »e wszystkie jego instancje (przypadki szczególne)

s¡ rozstrzygalne.
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Warunki dowodliwo±ci

Warunki dowodliwo±ci

Przypomnijmy: relacja Dow jest rekurencyjna, wi¦c istnieje co

najmniej jedna formuªa j¦zyka PA, która j¡ mocno reprezentuje. Niech

Dow(x , y) b¦dzie tak¡ formuª¡ (o dwóch zmiennych wolnych).

Przypomnijmy: niech Tw(y) b¦dzie formuª¡ ∃x Dow(x , y).

Wtedy dla dowolnej formuªy ψ j¦zyka PA: je±li PA ` ψ, to
PA ` Tw(pψq).

Warunkami dowodliwo±ci nazywamy nast¦puj¡ce trzy warunki, dla

dowolnych zda« ϕ i ψ:

(D1) Je±li PA ` ϕ, to PA ` Tw(pϕq).

(D2) PA ` Tw(pϕq) → Tw(pTw(pϕq)q).

(D3) PA ` (Tw(pϕq) ∧ Tw(pϕ→ ψq))→ Tw(pψq).
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Warunki dowodliwo±ci

Warunki dowodliwo±ci

Jak si¦ okazuje, posta¢ formuªy mocno reprezentuj¡cej relacj¦ Tw jest

istotna w dowodach niektórych twierdze« o PA. To samo dotyczy te»

postaci formuªy mocno reprezentuj¡cej relacj¦ Dow. Nie mo»emy

mocno reprezentowa¢ relacji dowodliwo±ci caªkiem dowolnie, chc¡c

otrzyma¢ te twierdzenia.

Warunki dowodliwo±ci s¡ wªa±nie pewnymi ograniczeniami

nakªadanymi na mocn¡ reprezentacj¦ relacji dowodliwo±ci w PA.

Dowodliwo±¢ w PA mo»na interpretowa¢ jako modalno±¢.

Otrzymujemy wtedy pewn¡ logik¦ modaln¡, logik¦ dowodliwo±ci
(logik¦ Gödla-Löba).

Warunki dowodliwo±ci przekªadaj¡ si¦ na aksjomaty tej logiki.
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II Twierdzenie Gödla (niedowodliwo±¢ niesprzeczno±ci)

II Twierdzenie Gödla (niedowodliwo±¢ niesprzeczno±ci)

Jak mo»na wyrazi¢ w PA niesprzeczno±¢ PA? Wystarczy zapisa¢, »e w

PA nie mo»na dowie±¢ sprzeczno±ci.

Przez ConPA rozumiemy formuª¦: ¬ Tw(p0
.
= 1q).

Wtedy ConPA wyra»a niesprzeczno±¢ PA.

Wszystkie zdania sprzeczne s¡ równowa»ne na gruncie PA.

II Twierdzenie Gödla. (Niedowodliwo±¢ niesprzeczno±ci PA w PA.)

Przy zaªo»eniach (D1)�(D3): PA non ` ConPA.

Poka»emy, »e PA ` ϕG ≡ ConPA. Na mocy I Twierdzenia Gödla

dostaniemy wtedy: PA non ` ConPA.
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II Twierdzenie Gödla (niedowodliwo±¢ niesprzeczno±ci)

Dowód II Twierdzenia Gödla

Dowód.

Przypominamy, »e na mocy Lematu Przek¡tniowego istnieje zdanie ϕG
takie, »e PA ` ϕG ≡ ¬ Tw(pϕGq) (czyli zdanie gödlowskie,

stwierdzaj¡ce swoj¡ wªasn¡ niedowodliwo±¢ w PA).

Poniewa» dla wszystkich ψ mamy: PA ` (0
.
= 1→ ψ), wi¦c

PA ` (0
.
= 1→ ϕG ).

Na mocy (D1): PA ` Tw(p0
.
= 1→ ϕGq).

Na mocy (D3): PA ` Tw(p0
.
= 1q)→ Tw(pϕGq).

Przez kontrapozycj¦: PA ` ¬ Tw(pϕGq)→ ¬ Tw(p0
.
= 1q).

Z de�nicji ϕG mamy: PA ` ϕG → ¬ Tw(pϕGq).

Z powy»szego mamy: PA ` ϕG → ¬ Tw(p0
.
= 1q), czyli

PA ` ϕG → ConPA. Trzeba jeszcze udowodni¢ implikacj¦ odwrotn¡.
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II Twierdzenie Gödla (niedowodliwo±¢ niesprzeczno±ci)

Dowód II Twierdzenia Gödla

Na mocy (D2): (†) PA ` Tw(pϕGq)→ Tw(pTw(pϕGq)q).

Z de�nicji ϕG mamy: PA ` ϕG → ¬ Tw(pϕGq).

Przez kontrapozycj¦: PA ` Tw(pϕGq)→ ¬ϕG .
Na mocy (D1) oraz (D3) otrzymujemy odpowiednio:

PA ` Tw(pTw(pϕGq)→ ¬ϕGq)
(‡) PA ` Tw(pTw(pϕGq)q)→ Tw(p¬ϕGq).
Z (†) oraz (‡) mamy: (♥) PA ` Tw(pϕGq)→ Tw(p¬ϕGq).
Mamy tak»e: PA ` ϕG → (¬ϕG → (ϕG ∧ ¬ϕG )).
Na mocy (D1) oraz (D3) mamy:

PA ` Tw(pϕGq)→ (Tw(p¬ϕGq)→ Tw(pϕG ∧ ¬ϕGq)).
Mamy wi¦c te»:

(♣) PA ` Tw(p¬ϕGq)→ (Tw(pϕGq)→ Tw(pϕG ∧ ¬ϕGq)).
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II Twierdzenie Gödla (niedowodliwo±¢ niesprzeczno±ci)

Dowód II Twierdzenia Gödla

Podstawiamy w prawie KRZ (p → (q → r))→ ((q → p)→ (q → r)):
Tw(p¬ϕGq) za p; Tw(pϕGq) za q; Tw(pϕG ∧ ¬ϕGq) za r i

otrzymujemy:

(♠) PA ` (Tw(p¬ϕGq)→ (Tw(pϕGq)→ Tw(pϕG ∧ ¬ϕGq)))→
((Tw(pϕGq)→ Tw(p¬ϕGq))→ (Tw(pϕGq)→ Tw(pϕG ∧ ¬ϕGq)))
Z (♠), (♣) oraz (♥) dostajemy:

(♦) Tw(pϕGq)→ Tw(pϕG ∧ ¬ϕGq).
Poniewa» PA ` (ϕG ∧ ¬ϕG ) ≡ (0

.
= 1), wi¦c

PA ` (ϕG ∧ ¬ϕG )→ (0
.
= 1).

Na mocy (D1) i (D3) mamy:

PA ` Tw(pϕG ∧ ¬ϕGq)→ Tw(p0
.
= 1q).

A st¡d oraz z (♦) mamy: PA ` Tw(pϕGq)→ Tw(p0
.
= 1q).
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II Twierdzenie Gödla (niedowodliwo±¢ niesprzeczno±ci)

Dowód II Twierdzenia Gödla

Przez kontrapozycj¦ mamy: PA ` ¬ Tw(p0
.
= 1q)→ ¬ Tw(pϕGq).

Na mocy de�nicji zdania ϕG oraz formuªy ConPA otrzymujemy st¡d

potrzebn¡ implikacj¦: PA ` ConPA → ϕG .

Udowodnili±my obie implikacje: PA ` ϕG → ConPA oraz

PA ` ConPA → ϕG , a wi¦c mamy: PA ` ϕG ≡ ConPA.

Poniewa» (I Twierdzenie Gödla) mamy PA non ` ϕG , wi¦c mamy

równie»: PA non ` ConPA, co ko«czy dowód II Twierdzenia Gödla.

Przy zaªo»eniach (D1)�(D3) ka»de zdanie wyra»aj¡ce swoj¡ wªasn¡

niedowodliwo±¢ jest równowa»ne zdaniu ConPA wyra»aj¡cemu

niesprzeczno±¢ PA. Tak wi¦c, przy tych zaªo»eniach dowolne dwa zdania

gödlowskie s¡ dowodliwie równowa»ne na gruncie PA: je±li

PA ` ϕ ≡ ¬Tw(pϕq) oraz PA ` ψ ≡ ¬Tw(pψq), to PA ` ϕ ≡ ψ.
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Twierdzenie Löba

Twierdzenie Löba

Twierdzenie Löba.

Dla dowolnego zdania ϕ j¦zyka PA nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1 PA ` Tw(pϕq)→ ϕ

2 PA ` ϕ.

Niech ψH b¦dzie zdaniem Henkina (zdaniem stwierdzaj¡cym swoj¡

wªasn¡ dowodliwo±¢), czyli takim, i»: PA ` ψH ≡ Tw(pψHq).

Z Twierdzenia Löba wynika, »e zdanie Henkina jest dowodliwe w PA:

PA ` ψH .
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Twierdzenie Löba

Dowód Twierdzenia Löba

Dowód. Implikacja 2⇒ 1 jest oczywista, na mocy aksjomatu

p → (q → p).

Dowód implikacji 1⇒ 2.

Zaªó»my, »e PA ` Tw(pϕq)→ ϕ.

Na mocy Lematu Przek¡tniowego istnieje zdanie ψ takie, »e:

PA ` (ψ ≡ (Tw(pψq)→ ϕ)).

Na mocy warunków (D1) oraz (D3) mamy:

PA ` Tw(pψq) ≡ Tw(pTw(pψq)→ ϕ)q)

PA ` Tw(pψq)→ (Tw(pTw(pψq)q)→ Tw(pϕq)).

Na mocy warunku (D2) mamy:

PA ` Tw(pψq)→ Tw(pTw(pψq)q).
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Twierdzenie Löba

Dowód Twierdzenia Löba

Korzystamy teraz z Prawa Fregego:

(p → (q → r))→ ((p → q)→ (p → r)) i otrzymujemy:

PA ` Tw(pψq)→ Tw(pϕq).

St¡d oraz z zaªo»enia PA ` Tw(pϕq)→ ϕ mamy:

PA ` Tw(pψq)→ ϕ.

Poniewa» PA dowodzi równowa»no±ci ψ z Tw(pψq)→ ϕ, wi¦c
PA ` ψ.
Z PA ` ψ otrzymujemy, na mocy (D1): PA ` Tw(pψq).

Na mocy reguªy odrywania mamy ostatecznie: PA ` ϕ.

Inny jeszcze dowód Twierdzenia Löba mo»na otrzyma¢ wykorzystuj¡c

II Twierdzenie Gödla.

Z Twierdzenia Löba wynika, »e ka»de dwa zdania Henkina s¡

równowa»ne na gruncie PA.
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Twierdzenie Tarskiego

Twierdzenie Tarskiego

Twierdzenie Tarskiego. (Niede�niowalno±¢ prawdy arytmetycznej w PA.)

Nie istnieje formuªa alf (x) j¦zyka PA taka, »e dla dowolnego zdania ϕ tego
j¦zyka: PA ` ϕ ≡ alf (pϕq).

Przypu±¢my, dla dowodu nie wprost, »e istnieje taka formuªa alf .

Na mocy Lematu Przek¡tniowego istnieje zdanie ψ takie, »e

PA ` ψ ≡ ¬ alf (pψq).

Poniewa» z przypuszczenia dowodu nie wprost mamy:

PA ` ψ ≡ alf (pψq), wi¦c otrzymujemy

PA ` alf (pψq) ≡ ¬ alf (pψq).

To oznacza, »e PA jest sprzeczna, wbrew zaªo»eniu.

Przypuszczenie dowodu nie wprost musimy wi¦c odrzuci¢.

Ostatecznie, nie istnieje taka formuªa alf .
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Twierdzenie Tarskiego

Twierdzenie Tarskiego

Aksjomaty PA s¡ prawdziwe w modelu standardowym N0.

Wszystkie twierdzenia PA s¡ prawdziwe w modelu standardowym.

Konsekwencj¡ Twierdzenia Tarskiego jest zatem to, »e nie istnieje

formuªa alf j¦zyka PA taka, i» dla dowolnego zdania ϕ tego j¦zyka:

N0 |= ϕ dokªadnie wtedy, gdy N0 |= alf (pϕq).

To z kolei oznacza, »e w j¦zyku PA nie istnieje de�nicja zbioru tych

zda« tego j¦zyka, które s¡ prawdziwe w modelu standardowym.

Mo»na udowodni¢, »e de�nicja tego zbioru wykracza poza (omówion¡ w

poprzednim wykªadzie) hierarchi¦ arytmetyczn¡.
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Inne konsekwencje Lematu Przek¡tniowego Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera jako konsekwencja LP

Je±li Dow jest formuª¡ mocno reprezentuj¡c¡ w PA relacj¦ Dow, to niech

DowR b¦dzie formuª¡:

Dow(x , y) ∧ ∀z6x∀w (Dow(z ,w)→ (¬ Neg(w , y) ∧ ¬ Neg(y ,w))),

gdzie Neg jest formuª¡ mocno reprezentuj¡c¡ w PA rekurencyjn¡ relacj¦

Neg tak¡, »e:

Neg(pϕq, pψq) dokªadnie wtedy, gdy ϕ jest to»sama z ¬ψ.

Formuªa DowR(x , y) stwierdza zatem, »e:

x jest numerem gödlowskim dowodu formuªy o numerze gödlowskim y
oraz

nie istnieje dowód negacji formuªy o numerze gödlowskim y , który
miaªby numer gödlowski mniejszy od x .
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Inne konsekwencje Lematu Przek¡tniowego Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera jako konsekwencja LP

Niech TwR(y) b¦dzie formuª¡ ∃x DowR(x , y).

Niech ConR
PA

b¦dzie zdaniem ¬ TwR(p0
.
= 1q).

Dla dowolnego ϕ: PA ` ¬(TwR(pϕq) ∧ TwR(p¬ϕq)).
W szczególno±ci: PA ` TwR(p¬(0 .

= 1)q)→ ¬ TwR(p0
.
= 1q).

Poniewa» PA ` ¬(0 .
= 1), wi¦c PA ` TwR(p¬(0 .

= 1)q).

W konsekwencji: PA ` ¬ TwR(p0
.
= 1q), czyli PA ` ConR

PA
.

Formuªa TwR nie mo»e zatem speªnia¢ warunków dowodliwo±ci

(D1)�(D3). Dowodzi si¦, »e TwR nie speªnia (D2).

Formuªa ConR
PA

wyra»a wªasno±¢ niesprzeczno±ci PA, ale dowodliw¡
na gruncie PA.
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Inne konsekwencje Lematu Przek¡tniowego Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera jako konsekwencja LP

Na mocy Lematu Przek¡tniowego istnieje zdanie ϕR takie, »e:

PA ` ϕR ≡ ¬ TwR(pϕRq).

Twierdzenie.

Niech ϕR b¦dzie okre±lonym powy»ej zdaniem. Wtedy:

1 PA non ` ϕR
2 PA non ` ¬ϕR .

Dowód punktu 1. Je±li PA jest niesprzeczna, to formuªy Dow oraz

DowR mocno reprezentuj¡ w PA t¦ sam¡ relacj¦.

Zachodzi zatem warunek (D1) dla TwR , czyli: je±li PA ` ϕ, to
PA ` TwR(pϕq), dla wszystkich ϕ.

Tak samo jak w (drugim) dowodzie I Twierdzenia Gödla pokazujemy,

»e: PA non ` ϕR .
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Inne konsekwencje Lematu Przek¡tniowego Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera jako konsekwencja LP

Dowód punktu 2.

Dla dowodu nie wprost przypu±¢my, »e PA ` ¬ϕR .
Niech d b¦dzie numerem gödlowskim jakiego± dowodu zdania ¬ϕR .
Poniewa» Dow(d , p¬ϕRq), a DowR mocno reprezentuje w PA relacj¦

DowR (czyli równie» relacj¦ Dow), wi¦c PA ` DowR(d , p¬ϕRq).
Na mocy de�nicji zdania ϕR oraz przypuszczenia dowodu nie wprost

mamy: PA ` TwR(pϕRq).

To oznacza, »e: PA ` ∃x (Dow(x , pϕRq) ∧ ∀z6x∀w (Dow(z ,w)→
(¬Neg(w , pϕRq) ∧ ¬Neg(pϕRq,w)))).

Oznaczmy przez ρ(x) podformuª¦ powy»szej formuªy, b¦d¡c¡

zasi¦giem kwanty�katora ∃x . Mamy wtedy:
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Inne konsekwencje Lematu Przek¡tniowego Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera jako konsekwencja LP

PA ` ∃x ((x6d ∨ x>d) ∧ ρ(x)).
PA ` ∃x ((x6d ∧ ρ(x)) ∨ (x>d ∧ ρ(x))).
PA ` ∃x (x6d ∧ ρ(x)) ∨ ∃x (x>d ∧ ρ(x)).
Poniewa» PA ` DowR(d , p¬ϕRq), wi¦c drugi skªadnik powy»szej

alternatywy jest sprzeczny.

Mamy wi¦c: PA ` ∃x (x6d ∧ ρ(x))
Poniewa» PA ` (x6d ≡ (x

.
= 0 ∨ x

.
= 1 ∨ . . . ∨ x

.
= d)), wi¦c mamy:

PA ` Dow(0, pϕRq) ∨ Dow(1, pϕRq) ∨ . . . ∨ Dow(d , pϕRq).

To jest sprzeczne z PA ` DowR(d , p¬ϕRq).
Przypuszczenie dowodu nie wprost musimy wi¦c odrzuci¢ i mamy

ostatecznie: PA non ` ¬ϕR .
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Inne konsekwencje Lematu Przek¡tniowego Inne zdania samozwrotne

Inne zdania samozwrotne

Twierdzenie. Zaªó»my, »e PA niesprzeczna oraz »e formuªa Tw speªnia
warunki (D2), (D3) i warunek (D1′): PA ` ϕ dokªadnie wtedy, gdy
PA ` Tw(pϕq). Wtedy:

1 Je±li ϕ jest takie, »e PA ` ϕ ≡ (¬ Tw(pϕq) ∧ ¬ Tw(p¬ϕq)), to
PA ` ¬ϕ oraz PA non ` ϕ. [Tu ϕ stwierdza wªasn¡
nierozstrzygalno±¢.]

2 Je±li ϕ jest takie, »e PA ` ϕ ≡ (Tw(pϕq) ∨ Tw(p¬ϕq)), to PA ` ϕ.
[Tu ϕ stwierdza wªasn¡ rozstrzygalno±¢.]

3 Je±li ϕ jest takie, »e PA ` ϕ ≡ ¬Tw(p¬ϕq), to PA ` ¬ϕ (oraz
PA non ` ϕ). [Tu ϕ stwierdza wªasn¡ niesprzeczno±¢ z PA.]

4 Je±li ϕ jest takie, »e PA ` ϕ ≡ Tw(p¬ϕq), to PA non ` ϕ oraz
PA non ` ¬ϕ. [Tu ϕ stwierdza wªasn¡ sprzeczno±¢ z PA.]
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Inne konsekwencje Lematu Przek¡tniowego Inne zdania samozwrotne

Inne zdania samozwrotne

Zarys dowodu.

Ka»de ze zda« wymienionych w twierdzeniu istnieje na mocy Lematu

Przek¡tniowego.

1 Na mocy de�nicji ϕ: PA ` ϕ→ ¬Tw(p¬ϕq), a przez kontrapozycj¦:

PA ` Tw(p¬ϕq)→ ¬ϕ. Na mocy Twierdzenia Löba mamy: PA ` ¬ϕ.
Z niesprzeczno±ci PA: PA non ` ϕ.

2 To konsekwencja poprzedniego punktu.

3 Na mocy de�nicji ϕ zdanie ¬ϕ jest zdaniem Henkina, a zatem

PA ` ¬ϕ.
4 Na mocy de�nicji ϕ zdanie ¬ϕ jest zdaniem gödlowskim. Tak wi¦c, na

mocy I Twierdzenia Gödla: PA non ` ϕ oraz PA non ` ¬ϕ.
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Istotna niezupeªno±¢ arytmetyki PA

Istotna niezupeªno±¢ arytmetyki PA

Z podanych w tym wykªadzie twierdze« wynika, »e je±li arytmetyka PA jest

niesprzeczna, to jest: niezupeªna oraz nierozstrzygalna.

Przez rekurencyjne rozszerzenie arytmetyki PA rozumiemy ka»d¡

teori¦ pierwszego rz¦du, która jest rozszerzeniem PA o rekurencyjny

zbiór aksjomatów i której zbiór numerów gödlowskich symboli

pozalogicznych jest rekurencyjny.

Teoria T (w której mo»liwa jest arytmetyzacja skªadni) jest istotnie
niezupeªna, je±li T jest (niesprzeczna i) niezupeªna oraz ka»de jej

niesprzeczne rozszerzenie rekurencyjne jest niezupeªne.

Je±li arytmetyka PA jest niesprzeczna, to jest istotnie niezupeªna.
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Uwagi ko«cowe

Uwagi ko«cowe

Twierdzenia Gödla uwa»a si¦ za najbardziej doniosªe dokonanie w logice XX

wieku. Istnieje na ten temat olbrzymia literatura.

Szczególnie polecamy lektur¦ dwóch monogra�i:

Krajewski, S. 2003. Twierdzenie Gödla i jego interpretacje �lozo�czne.
Od mechanicyzmu do postmodernizmu. Wydawnictwo Instytutu

Filozo�i i Socjologii PAN, Warszawa.

Murawski, R. 20003. Funkcje rekurencyjne i elementy
metamatematyki. Problemy zupeªno±ci, rozstrzygalno±ci, twierdzenia
Gödla. Wydawnictwo Naukowe UAM, Pozna«. Kilka wykªadów z

niniejszego cyklu przygotowano wªa±nie na podstawie tej monogra�i.
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