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Plan wyktadu

W tym wyktadzie podamy kilka waznych twierdzen metalogicznych, wraz z
dowodami.

Twierdzenie Gddla o niezupetnosci PA.
Twierdzenie Rossera o niezupetnosci PA.
Twierdzenie Gddla o niedowodliwosci niesprzecznosci PA w PA.

Twierdzenie Loba.

e 6 6 o o

Twierdzenie Tarskiego o niedefiniowalnosci w PA pojecia prawdy
arytmetycznej.

Dowody tych twierdzen w istotny sposéb wykorzystuja procedure
arytmetyzacji sktadni opisana w poprzednim wyktadzie.
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Teorie rekurencyjnie aksjomatyzowalne
Teorie rekurencyjnie aksjomatyzowalne

@ Procedure arytmetyzacji sktadni mozna przeprowadzi¢ dla dowolne;
teorii pierwszego rzedu, ktérej zbiér numeréw gbdlowskich symboli
pozalogicznych jest rekurencyjny.

o Jedli jednak zbiér numeréw gddlowskich aksjomatéw pozalogicznych
teorii T nie jest rekurencyjny, to relacja Dowr(a, b) (czytaj: a jest
numerem godlowskim dowodu w teorii T formuty o numerze
godlowskim b) nie musi by¢ rekurencyjna. W konsekwencji, w takim
przypadku zbiér numeréw godlowskich twierdzen teorii T nie musi by¢
rekurencyjnie przeliczalny.

e Méwimy, ze teoria T jest (rekurencyjnie) aksjomatyzowalna, gdy
zbiér numerdéw godlowskich aksjomatéw teorii T jest rekurencyjny.

@ Arytmetyka PA jest rekurencyjnie aksjomatyzowalna.
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Amppitinetis § ezl
Zupetnos¢ i rozstrzygalnosc

Niech T bedzie teorig pierwszego rzedu, ktérej zbiér numeréw gddlowskich
symboli pozalogicznych jest rekurencyjny. Méwimy, ze T jest:

o zupetna, gdy dla dowolnego zdania v jej jezyka: albo T F 1), albo
T F —4; w przeciwnym przypadku T nazywamy niezupetna.

e rozstrzygalna, gdy zbiér numeréw godlowskich jej twierdzen jest
rekurencyjny; w przeciwnym przypadku T nazywamy
nierozstrzygalna.

@ Teoria T jest zatem zupetna, gdy dla dowolnego pytania rozstrzygniecia
sformufowanego w jej jezyku: albo odpowiedz TAK, albo odpowiedz NIE na
to pytanie jest dowodliwa w T.

@ Teoria T jest rozstrzygalna, gdy istnieje obliczalna metoda pozwalajaca
rozstrzyga¢ o dowolnej formule jej jezyka czy jest ona twierdzeniem T czy
nie jest [zaktadamy tu Teze Churcha: obliczalne=rekurencyjne].
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Kilka pojeé metalogicznych w-niesprzeczno§é

w-niesprzecznosc

Niech T bedzie teorig (pierwszego rzedu), w ktérej jezyku mamy liczebniki
(nazwy liczb naturalnych). Jak zwykle, T F 1) oznacza, ze istnieje dowéd
formuty ¢ w teorii T. Piszemy T nont 1), gdy nie zachodzi T F .

o Mowimy, ze teoria T jest w-niesprzeczna, gdy dla kazdej formuty
P(x): jesli TH(0), TH(1), TH(2), ..., TH¥(A),. .., to
T non F 3x ().

o Twierdzenie. Jesli PA jest w-niesprzeczna, to jest niesprzeczna.

o Zarys dowodu. Wystarczy znalezé cho¢ jedng formute, ktéra nie jest
twierdzeniem PA. Mamy: PAF x = x — x = x, a zatem
PAF 7 =7n — n=n dla wszystkich n. Z zatozenia o
w-niesprzeczno$ci mamy: PA nont 3x =(x = x — x = x).
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Konstrukcja zdania Gédla

Konstrukcja zdania Godla

Funkcje num okreslamy przez schemat rekursji prostej:
e num(0) = (sn(0))
e num(a+ 1) = (sn(s), num(a)).

Wtedy num(n) jest numerem gddlowskim liczebnika m. Funkcja num jest

rekurencyjna. Przypominamy, ze () jest tu funkcja kodowania ciaggéw
zdefiniowana w poprzednim wyktadzie.

Nie zagub sie! Nalezy odrézniaé:
o liczbe naturalng n
o liczebnik

@ numer godlowski num(n) liczebnika 7.
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Konstrukcja zdania Godla

Niech sam bedzie dwuargumentowa relacja zdefiniowana nastepujaco:
sam(a, b) = Form(a) A Fr(a,2) A Dow(b,Sub(a,2,num(a))).

o Jegli a jest numerem gddlowskim formuty, powiedzmy, 1(x1), to
Sub(a,2,num(a)) jest numerem gddlowskim formuty, ktéra powstaje z
formuty 1(x1) poprzez wstawienie za zmienng x; liczebnika
nazywajacego liczbe a, czyli nazywajacego wtasnie numer gddlowski
samej formuty .

e Tak wiec, rekurencyjna (!) relacja sam zachodzi miedzy liczbami a
oraz b dokfadnie wtedy, gdy:

e a jest numerem gddlowskim formuty o zmiennej wolnej xq,
e b jest numerem godlowskim dowodu formuty o numerze godlowskim

Sub(a, 2,num(a)), czyli formuty otrzymanej z formuty o numerze
gbdlowskim a w wyzej podany sposéb.
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Konstrukcja zdania Godla

Komentarz dydaktyczny. Mamy formute, powiedzmy, 1)(x1) o jednej
zmiennej wolnej x; (wybér tej wtasnie zmiennej jest nieistotny).

@ Formuta ta ma swéj numer godlowski, powiedzmy, a, czyli
Th(x)" = a.
@ Liczba num(a) jest numerem godlowskim liczebnika a.

@ Do formuty ¢(x1) chcemy wstawi¢, w miejsce zmiennej wolnej x; term
a, czyli chcemy otrzymac formute (3), ktéra (na mocy definicji liczby

a) jest formuta ("¢ (x1)7).

@ Liczba Sub(a,2,num(a)) jest wtasnie numerem godlowskim

otrzymanej w ten sposéb formuty: Sub(a, 2, num(a)) = (T (x1) ™).

e Pamietaj: do formuty podstawiamy (w miejsce zmiennej wolnej) term.
W szczegdlnosci, term ten moze by¢ liczebnikiem.
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Konstrukcja zdania Godla

Poniewaz sam jest relacja rekurencyjna, wiec (na mocy twierdzenia o
reprezentowalnosci) istnieje co najmniej jedna formuta jezyka PA, ktéra
mocno reprezentuje te relacje. Niech sam(x, y) bedzie taka formuta.

@ Rozwazmy formute o postaci: Vy — sam(x, y).

@ Niech m ="Vy = sam(x, y)", czyli niech m bedzie numerem
godlowskim formuty Yy — sam(x, y).

o Niech god bedzie zdaniem: Yy — sam(m, y).
e Zdanie god nazywamy zdaniem Gédla.

@ Zdanie god stwierdza zatem, ze formuta o numerze gédlowskim m nie
ma dowodu w PA.

e Poniewaz m jest numerem gédlowskim formuty ¥y — sam(x, y), wiec
zdanie Gédla god stwierdza, ze zdanie god nie jest twierdzeniem PA,
czyli glosi ono samo o sobie: ,nie jestem twierdzeniem PA."
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| Twierdzenie G3dla (o niezupetnosci PA)

| Twierdzenie Godla (o niezupetnosci PA)

| Twierdzenie Godla (o niezupetnosci PA)

Jesli PA jest w-niesprzeczna, to ani zdanie god, ani zdanie — god nie ma
dowodu w PA:

@ PA nont god
@ PAnontk — god.

Tak wiec, PA jest niezupetna.

@ Zauwazmy, ze jedno ze zdan: god, — god musi by¢ prawdziwe w
modelu standardowym 91y. Zobaczymy, ze 9 = god.

@ Dla dowodu PA non - god wystarczy zatozenie niesprzecznosci PA;
dowéd PA non - — god wymaga silniejszego zatozenia
w-niesprzecznosci.
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| Twierdzenie G3dla (o niezupetnosci PA)

Dowéd | Twierdzenia Godla

PA non F god. )

@ Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze PA+ god, czyli ze god ma
dowéd w PA.

@ Niech k bedzie numerem gddlowskim jakiegos dowodu zdania god
(pamietamy, ze dowody, jako ciagi formut, tez maja numery
godlowskie).

@ Zachodzi zatem sam(m, k). Poniewaz sam mocno reprezentuje relacjg
sam, wiec PA - sam(m, k).

@ Skoro PA - god, czyli PA+ Yy — sam(m, y), to PAF — sam(m, k).

@ Skoro PA+ sam(m, E) oraz PA+ — sam(m, E), to PA jest sprzeczna,
wbrew zatozeniu (bo zaktadamy, ze PA jest nawet w-niesprzeczna).

@ Przypuszczenie dowodu nie wprost trzeba zatem odrzucic.
Ostatecznie, PA non - god.
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Dowdd | Twierdzenia Godla

PA non = — god. )

o PokazaliSmy, ze PA non \- god, a wiec nie istnieje liczba naturalna n,
ktéra bytaby numerem gddlowskim dowodu god w PA.

e Dla kazdej n: nie zachodzi zatem sam(m, n).

@ Poniewaz sam mocno reprezentuje relacje sam, wiec dla wszystkich n
mamy: PAF — sam(m,n).

e Na mocy w-niesprzecznosci PA mamy: PA non + Jy —— sam(m, y), co
jest réwnowazne temu, iz PA non - —Vy — sam(m, y).

e Poniewaz —Vy — sam(m, y) jest formuta — god, wiec PA nont+ — god.

Dowdd catego twierdzenia zostat tym samym zakonczony.
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| Twierdzenie Godla: komentarz

@ Zdanie Gddla god jest formuta generalnie skwantyfikowana:
Vy — sam(m, y).

o Poniewaz:

e PA nont god oraz
e sam mocno reprezentuje w PA relacje sam,
wiec dla kazdej liczby naturalnej n mamy: PAF — sam(m, 7).

e Tak wiec, cho¢ samo (generalnie skwantyfikowane) zdanie Godla jest
nierozstrzygalne w PA, to wszystkie jego szczegblne przypadki (gdy
pomijamy kwantyfikator generalny i wstawiamy liczebnik za zmienna)
sg twierdzeniami PA.

o Zatozenie w-niesprzecznosci mozna ostabi¢ do zwyktej niesprzecznosci,
jak za chwile zobaczymy.
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Konstrukcja zdania Rossera

Zdefiniujmy dwuargumentowa relacje rekurencyjng samneg:
samneg(a, b)) = Form(a) A Fr(a,2) A Dow(b,Sub((3, a), 2, num(a))).

@ Relacja samneg zachodzi zatem miedzy liczbami a oraz b doktadnie
wtedy, gdy a jest numerem gddlowskim pewnej formuty, powiedzmy,
¥ (x1) o zmiennej wolnej x1, natomiast b jest numerem godlowskim
dowodu formuty otrzymanej przez podstawienie w formule —1)(x;) za
zmienng x; liczebnika nazywajacego liczbe a, czyli numer gddlowski
samej formuty ¥(xq).

@ Relacja samneg jest rekurencyjna, a zatem istnieje co najmniej jedna
formuta jezyka PA, ktéra ja mocno reprezentuje. Niech samneg bedzie
taka formuta.

e Jak poprzednio, niech formuta sam mocno reprezentuje relacje sam.
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Konstrukcja zdania Rossera

® Rozwazmy formute: Vy (sam(x,y) — 3z (z<y A samneg(x, z))). Tu
< jest predykatem o denotacji <.

@ Niech n bedzie numerem godlowskim tej formuty, czyli:
n="Vy (sam(x,y) — 3z (z<y A samneg(x, z))) .

@ Niech ros bedzie zdaniem:
Vy (sam(n, y) — 3z (z<y A samneg(7, z))).

@ Zdanie ros nazwiemy zdaniem Rossera.

Dla kazdej liczby naturalnej y mamy:
e (1) sam(n,y) doktadnie wtedy, gdy y jest numerem gdodlowskim
dowodu w PA zdania ros

o (1) samneg(n,y) doktadnie wtedy, gdy y jest numerem gddlowskim
dowodu w PA zdania — ros.
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Twierdzenie Rossera

@ Zdanie Rossera ros stwierdza zatem, ze jesli istnieje w PA dowdd
zdania ros, to istnieje w PA réwniez dowéd (o niewiekszym numerze
godlowskim) zdania — ros.

@ Zdanie ros stwierdza wiec, ze jesli ono samo jest twierdzeniem PA, to
twierdzeniem PA jest takze jego negacja.

Twierdzenie Rossera.

Jesli PA jest niesprzeczna, to ani zdanie ros, ani zdanie — ros nie ma
dowodu w PA:

Q@ PAnont ros
@ PA nont — ros.

Tak wiec, PA jest niezupefna.
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Dowdd Twierdzenia Rossera

1. PA nont ros )

@ Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze PAF ros i niech k bedzie
numerem godlowskim jakiegos dowodu ros w PA.

o Wtedy (na mocy (1)) sam(n, k), a wiec PA - sam(7, k).
@ Na mocy przypuszczenia dowodu nie wprost mamy:
PA & sam(n, k) — 3z (z<k A samneg(7, 2)).
o Na mocy reguty odrywania mamy: (¥) PA | 3z (z<k A samneg(7, z)).
o Na mocy zatozenia, ze PA niesprzeczna: nie istnieje w PA dowdéd
zdania — ros.
e Na mocy (1), dla kazdej y: nie zachodzi samneg(n, y).

@ Poniewaz samneg mocno reprezentuje samneg w PA, wiec dla

wszystkich i mamy: PA - — samneg(n, /).
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Dowdd Twierdzenia Rossera

o W szczegdlnosci:

PA I — samneg(7,0) A — samneg(A, 1) A ... A - samneg(7, k).
e Na mocy faktu podanego w poprzednim wykfadzie mamy:
PA |- (— samneg(n,0) A = samneg(7m, 1) A ... A = samneg(7, k)) —
Vz (z<k — — samneg(n, 2)).
@ Na mocy reguty odrywania mamy:
(#x) PAFVz (z<k — —samneg(n, z)).
@ Skoro zachodza (x) oraz (xx), to PA jest sprzeczna, wbrew zatozeniu.

o Tak wiec, przypuszczenie dowodu nie wprost PA & ros trzeba odrzuci¢
jako fatszywe.

@ Ostatecznie, PA non + ros.
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Dowdd Twierdzenia Rossera

2. PAnont — ros )

@ Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze PAF — ros i niech r bedzie
numerem jakiegos dowodu — ros w PA.

e Na mocy () mamy: samneg(n, r), a na mocy mocne;
reprezentowalnosci samneg przez samneg mamy: PAF samneg(n, 7).

@ Z zatozenia niesprzecznosci PA oraz przypuszczenia dowodu nie wprost
mamy: PA non | ros.

o Tak wiec, zadna liczba y nie jest numerem gddlowskim dowodu zdania
ros, co oznacza, ze dla kazdej y: nie zachodzi sam(n, y).

e W konsekwencji, PA - — sam(n, 7), dla wszystkich i.
e Mamy wiec: PAF —sam(n,0) A = sam(A, 1) A ... A - sam(7, 7).
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Dowdd Twierdzenia Rossera

@ Tak samo jak w dowodzie punktu 1 otrzymujemy stad:
PAF y<F — - sam(n,y).
@ Skoro PA - samneg(n,7), to PAF <y — 3z (z<y A samneg(7, z)).
o Z faktu podanego w poprzednim wyktadzie mamy: PAF y<FV r<y.
@ Z trzech powyzszych faktéw otrzymujemy:
PAF —sam(n,y) V 3z (z<y A samneg(7, z)).
o Na mocy reguty generalizacji mamy:
PA = Vy (sam(n, y) — 3z (z<y A samneg(7, z))).
e Otrzymalismy wiec: PAF ros, co (tacznie z przypuszczeniem dowodu
nie wprost) przeczy zatozeniu o niesprzecznosci PA.

o Ostatecznie, odrzucamy przypuszczenie dowodu nie wprost i mamy:
PA non = — ros.
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Lemat przekatniowy

@ Oba powyzsze twierdzenia (oraz szereg dalszych) mozna udowodnié,
odwotujac sie do pewnego wyniku dotyczacego dowodéw
przekatniowych.

e W dalszym ciggu tego wyktadu przyjmujemy we wszystkich
twierdzeniach zatozenie: PA jest niesprzeczna.

e Lemat Przekatniowy. Dla dowolnej formuty jezyka PA ¢(x) o jednej
zmiennej wolnej istnieje zdanie 1) tego jezyka takie, ze:
PAE Y = o("7).

Tak wiec, dla kazdej wtasnosci (liczb) wyrazalnej w PA znajdziemy zdanie
1) stwierdzajace, ze jego numer godlowski "¢ ma te wtasnosc.
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Lemat przekatniowy

Dowdd Lematu Przekatniowego

Dowéd. Przypomnijmy, ze dla termu t, zmiennej x oraz formuty ¢ mamy:
@ Sub("¢p™,"x™1,7t7) ="¢(x/t)" (= numer gddlowski formuty
otrzymanej przez podstawienie termu t za zmienng x w formule ¢).
o Niech Subst(x, y, z) = Sub(x, y, num(z)).
@ Subst jest funkcja rekurencyjng, a wiec istnieje co najmniej jedna

formuta jezyka PA, ktdra ja reprezentuje w PA. Niech Subst(x, y, u, v)
bedzie taka formuta.

e Rozwazmy formute ref(x) o postaci: Vy (Subst(x,2,x,y) = ¢(¥)). J
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Dowdd Lematu Przekatniowego

@ Niech m = "ref(x)™.
@ Niech 1) bedzie zdaniem ref (m).

e Wtedy w PA mozna udowodni¢ réwnowaznos¢ nastepujacych zdan (co
daje dowéd Lematu Przekatniowego):

° ¢

o ref(m)

o Vy (Subst(m,2,m,y) = ©(y))

o Vy (Subst("ref(x)7,2,m,y) — ¢(y))
o o("ref (m)")

o o("Y7).
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Lemat Przekatniowy: komentarz dydaktyczny

@ Istniejace na mocy Lematu Przekatniowego zdanie 1) stwierdza samo o
sobie, ze (jego numer gddlowski) ma wtasnos¢ .

@ Precyzyjne sformutowanie tego faktu stato sie¢ mozliwe dzieki
procedurze arytmetyzacji sktadni.

@ Unikamy przy tym wszelkich niebezpieczerstw, ktére stwarzaja zdania
samozwrotne w jezykach etnicznych.

Przypominamy, ze np. zdanie:

‘ Zdanie napisane w tej ramce jest fatszywe. ‘

prowadzi do antynomii. Powstaje ona na skutek pomieszania jezyka
przedmiotowego i metajezyka.
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| Twierdzenie Godla jako konsekwencja LP

e Dla dowolnej formuty 1 jezyka PA: jesli PAF 1, to PAF Tw(T¢7)

(implikacja odwrotna nie zachodzi). Tutaj Tw(y) jest formuta

IxDow(x, y), gdzie Dow mocno reprezentuje w PA relacje Dow.

o Niech ¢ bedzie zdaniem takim, ze PAF o = - Tw("pg ).

@ Zdanie @ istnieje na mocy Lematu Przekatniowego.

| Twierdzenie Gddla.
Niech ¢ bedzie okreslonym powyzej zdaniem. Wtedy:
Q PAnont pg.

@ Jezeli dla dowolnego zdania 1 zachodzi implikacja:
(x) Jjesli PAF Tw(T+)7), to PA 1),
to PA non k- —pg.
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Przyktad: | Twierdzenie Gddla jako konsekwencja LP
| Twierdzenie Godla jako konsekwencja LP

Dowéd 1.

@ Dla dowodu nie wprost punktu 1, przypusémy, ze PAF .
o Wtedy PAF Tw("pg ), a stad PAF —ypg.
@ To oznacza, ze PA jest sprzeczna, wbrew zatozeniu.

@ Przypuszczenie PA ‘- g trzeba wiec odrzuci¢. Ostatecznie,
PA non - ¢g.

Dowdéd 2.

@ Dla dowodu nie wprost punktu 2, przypusémy, ze PAF —pg.
o Wtedy PAF —— Tw("¢g "), a stad PAF Tw("¢g ).
e Na mocy (*) mamy wtedy PAF ¢g, wbrew 1.

@ Przypuszczenie dowodu nie wprost zatem odrzucamy i mamy
ostatecznie PA non - —yg.
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Przyktad: | Twierdzenie Gddla jako konsekwencja LP
| Twierdzenie Gédla jako konsekwencja LP: komentarz

@ Nie zaktadano w-niesprzecznosci PA, a tylko jej niesprzeczno$é oraz
warunek ().

@ Z w-niesprzeczno$ci wynika warunek ().
e W dowodzie wykorzystywano warunek (x) tylko dla zdania ¢¢.

e Zdanie pg ma posta¢: —3Ix Dow(x, " pg ), jest zatem réwnowazne
zdaniu ogdlnemu.

o Pokazalismy, ze to zdanie jest nierozstrzygalne w PA.

e Mozna tez pokazaé, ze wszystkie jego instancje (przypadki szczegélne)
s rozstrzygalne.
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Warunki dowodliwosci

@ Przypomnijmy: relacja Dow jest rekurencyjna, wiec istnieje co
najmniej jedna formuta jezyka PA, ktéra ja mocno reprezentuje. Niech
Dow(x, y) bedzie taka formuta (o dwéch zmiennych wolnych).

@ Przypomnijmy: niech Tw(y) bedzie formuta Ix Dow(x, y).

e Wtedy dla dowolnej formuty 1) jezyka PA: jesli PAF ), to
PA - Tw(T¢7).

Warunkami dowodliwosci nazywamy nastepujace trzy warunki, dla
dowolnych zdan ¢ i :

o (D1) Jesli PAF o, to PAF Tw(Tp)).

o (D2) PAF Tw("¢") — Tw("Tw("¢")7).
o (D3) PAF (Tw(Tp ) ATw(Tp — ¢ 7)) — Tw("y7).

o
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Warunki dowodliwosci

o Jak sie okazuje, postaé formuty mocno reprezentujacej relacje Tw jest
istotna w dowodach niektérych twierdzen o PA. To samo dotyczy tez
postaci formuty mocno reprezentujacej relacje Dow. Nie mozemy
mocno reprezentowac relacji dowodliwosci catkiem dowolnie, chcac
otrzymac¢ te twierdzenia.

@ Warunki dowodliwosci sa whasnie pewnymi ograniczeniami
naktadanymi na mocna reprezentacje relacji dowodliwosci w PA.

o Dowodliwos¢ w PA mozna interpretowac jako modalnosc.

@ Otrzymujemy wtedy pewng logike modalna, logike dowodliwosci
(logike Gédla-Léba).

e Warunki dowodliwosci przektadaja sie na aksjomaty tej logiki.
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Il Twierdzenie G3dla (niedowodliwo$é niesprzecznosci)

Il Twierdzenie Godla (niedowodliwos¢ niesprzecznosci)

o Jak mozna wyrazi¢ w PA niesprzecznos¢ PA? Wystarczy zapisa¢, ze w
PA nie mozna dowie$¢ sprzecznosci.

).

@ Przez Conpa rozumiemy formute: — Tw("0
o Wtedy Conpa wyraza niesprzeczno$¢ PA.

o Wszystkie zdania sprzeczne s3 réwnowazne na gruncie PA.

Il Twierdzenie Godla. (Niedowodliwos¢ niesprzecznosci PA w PA.)
Przy zatozeniach (D1)—(D3): PA nont Conpa.

Pokazemy, ze PAt pg = Conpa. Na mocy | Twierdzenia Godla
dostaniemy wtedy: PA non Conpa.
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Il Twierdzenie G3dla (niedowodliwo$é niesprzecznosci)

Dowéd |l Twierdzenia Godla

Dowéd. )

@ Przypominamy, ze na mocy Lematu Przekatniowego istnieje zdanie ¢g
takie, ze PAF v =~ Tw(" g ") (czyli zdanie gddlowskie,
stwierdzajace swoja whasna niedowodliwosé w PA).

@ Poniewaz dla wszystkich ¢ mamy: PAF (0 =1 — ), wiec
PAF(0=1— pg).

e Na mocy (D1): PAF Tw("0=1— pg").

@ Na mocy (D3): PAF Tw("0=1") = Tw("pg"

@ Przez kontrapozycje: PAF — Tw(Tpg") — -~ Tw("0 =17).

1
1

~—

o Z definicji o mamy: PAF v — = Tw("pg ).

@ Z powyzszego mamy: PAF g — — Tw("0 =17), czyli
PAF g — Conpa. Trzeba jeszcze udowodni¢ implikacje odwrotna.
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Il Twierdzenie G3dla (niedowodliwo$é niesprzecznosci)

Dowéd |l Twierdzenia Godla

o Na mocy (D2): (1) PAF Tw(Tpe) — Tw("Tw( oc )).
o Z definicji o mamy: PAF o — = Tw(Tpg ).
@ Przez kontrapozycje: PAF Tw(T¢g ') — —pg.
e Na mocy (D1) oraz (D3) otrzymujemy odpowiednio:

PAE Tw("Tw("p6 ) = ~pc7)

(1) PAF Tw("Tw(Tpe ")) = Tw(T=ps).
o Z (1) oraz () mamy: (V) PAE Tw(Tpc™) — Tw("—pc ).
e Mamy takze: PAF pg — (mpg — (v6 A —¢g)).

e Na mocy (D1) oraz (D3) mamy:
PAE Tw( o) = (Tw("—pe ) = Tw( e A —pg ).

e Mamy wiec tez:

() PAETw(T=p6 ) = (Tw(Tpe ) = Tw(Tog A —pg ).
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Il Twierdzenie G3dla (niedowodliwo$é niesprzecznosci)

Dowéd |l Twierdzenia Godla

e Podstawiamy w prawie KRZ (p — (¢ — r)) = ((¢ — p) = (g — r)):
Tw("~pe ") za p; Tw(" w6 ) za q; Tw("p A g ') za ri
otrzymujemy:

(#) PAE (Tw(T=p6") = (Tw(Tpg ) = Tw(Toe A mpeT))) —

(Tw(Te™) = Tw(T=p6 ) = (Tw(Tp6 ) = Tw(Tpe A g6 )
o Z (M), (&) oraz (V) dostajemy:

(©) Tw(pe™) = Tw(Tpe A —pe ).

e Poniewaz PA (o6 A —pg) = (0 = 1), wiec
PAF (p6 A —p6) = (0=1).

e Na mocy (D1) i (D3) mamy:

PAF Tw(Tp6 A —peT) = Tw(0=17).

@ A stad oraz z () mamy: PAF Tw("pg ') — Tw("0=17).
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Il Twierdzenie G3dla (niedowodliwo$é niesprzecznosci)

Dowéd |l Twierdzenia Godla

@ Przez kontrapozycje mamy: PA — TW( 0=17) — = Tw(Tps ).

@ Na mocy definicji zdania ¢ oraz formuty Conps otrzymujemy stad
potrzebng implikacje: PAF Conpa — ¢g.

@ Udowodniliémy obie implikacje: PAF ¢ — Conpa oraz
PA - Conpa — g, a wiec mamy: PAF ¢ = Conpa.

o Poniewaz (I Twierdzenie Gédla) mamy PA non - ¢, wiec mamy
réwniez: PA non b Conpa, co konczy dowdd Il Twierdzenia Gédla.

Przy zatozeniach (D1)—(D3) kazde zdanie wyrazajace swoja wtasna
niedowodliwos¢ jest réwnowazne zdaniu Conps wyrazajacemu
niesprzecznos¢ PA. Tak wiec, przy tych zatozeniach dowolne dwa zdania
godlowskie sa dowodliwie réwnowazne na gruncie PA: jesli

PAF o =—-Tw(Tp ) oraz PAF o = —Tw("¢7), to PA o = 9.
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Twierdzenie Loba

Twierdzenie Ldéba.

Dla dowolnego zdania ¢ jezyka PA nastepujace warunki sa rownowazne:

Q@ PARTw("¢p) = ¢
Q@ PAL .

e Niech iy bedzie zdaniem Henkina (zdaniem stwierdzajacym swoja
wtasna dowodliwos¢), czyli takim, izz PAF vy = Tw("¢yy).

@ Z Twierdzenia Léba wynika, ze zdanie Henkina jest dowodliwe w PA:
PAE 9y.
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Dowdd Twierdzenia Loba

Dowdd. Implikacja 2 = 1 jest oczywista, na mocy aksjomatu
p—(q— p)

Dowdd implikacji 1 = 2.

o Zatézmy, ze PAF Tw("p™) — ¢.
@ Na mocy Lematu Przekatniowego istnieje zdanie 1) takie, ze:
PAE (¢ = (Tw(TYT) = ¢)).
@ Na mocy warunkéw (D1) oraz (D3) mamy:
PAETw("") = Tw("Tw("y7) = ¢)7)
PA T Tw(TT) = (Tw("Tw("97)7) = Tw(TpT)).
@ Na mocy warunku (D2) mamy:
PAE Tw(™¢7) — Tw("Tw(™¢7)).
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Dowdd Twierdzenia Loba

o Korzystamy teraz z Prawa Fregego:
(p—=(q—=r)) = ((p—q)—=(p—r))iotrzymujemy:
PAE Tw("47) = Tw("¢).
o Stad oraz z zatozenia PAF Tw("¢™) — ¢ mamy:
PAF Tw(T7) — .
@ Poniewaz PA dowodzi réwnowaznosci ¢ z Tw("¢7) — ¢, wiec
PAF 4.
@ Z PA % otrzymujemy, na mocy (D1): PA Tw(Ty7).

@ Na mocy reguty odrywania mamy ostatecznie: PA+ .

@ Inny jeszcze dowdd Twierdzenia Loba mozna otrzymaé wykorzystujac
Il Twierdzenie Godla.

@ Z Twierdzenia Loba wynika, ze kazde dwa zdania Henkina s3
réwnowazne na gruncie PA.
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Twierdzenie Tarskiego

Twierdzenie Tarskiego. (Niedefiniowalnos¢ prawdy arytmetycznej w PA.)

Nie istnieje formuta alf (x) jezyka PA taka, ze dla dowolnego zdania ¢ tego
jezyka: PAl- o = alf(T¢?).

@ Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze istnieje taka formuta alf.
@ Na mocy Lematu Przekatniowego istnieje zdanie v takie, ze
PAE ¢ = —alf(Ty7).
o Poniewaz z przypuszczenia dowodu nie wprost mamy:
PAE Y = alf("¢7), wiec otrzymujemy
PAF alf("¢7) = —alf("¢7).
@ To oznacza, ze PA jest sprzeczna, wbrew zatozeniu.

@ Przypuszczenie dowodu nie wprost musimy wiec odrzucié.

o Ostatecznie, nie istnieje taka formuta alf.
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Twierdzenie Tarskiego

o Aksjomaty PA s3 prawdziwe w modelu standardowym 1.

o Wszystkie twierdzenia PA sg prawdziwe w modelu standardowym.

o Konsekwencja Twierdzenia Tarskiego jest zatem to, ze nie istnieje
formuta alf jezyka PA taka, iz dla dowolnego zdania ¢ tego jezyka:
Mo = ¢ doktadnie wtedy, gdy 9 = alf (To7).

@ To z kolei oznacza, ze w jezyku PA nie istnieje definicja zbioru tych
zdah tego jezyka, ktére s3 prawdziwe w modelu standardowym.

Mozna udowodni¢, ze definicja tego zbioru wykracza poza (omdéwiong w
poprzednim wyktadzie) hierarchie arytmetyczna.
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Inne konsekwencje Lematu Przekatniowego Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera jako konsekwencja LP

Jesli Dow jest formuta mocno reprezentujaca w PA relacje Dow, to niech
Dow” bedzie formuta:

Dow(x, y) A VzsxVw (Dow(z, w) — (- Neg(w,y) A =~ Neg(y, w))),

gdzie Neg jest formuta mocno reprezentujaca w PA rekurencyjna relacje
Neg taka, ze:

Neg("¢™,"97) doktadnie wtedy, gdy ¢ jest tozsama z —).

Formuta Dow”(x, y) stwierdza zatem, ze:

@ x jest numerem godlowskim dowodu formuty o numerze gédlowskim y
oraz

@ nie istnieje dowdd negacji formuty o numerze gddlowskim y, ktéry
miatby numer gddlowski mniejszy od x.
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Inne konsekwencje Lematu Przekatniowego Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera jako konsekwencja LP

o Niech Tw®(y) bedzie formuta 3x Dow®(x, y).
o Niech Conf, bedzie zdaniem - Twf(70 = 17).

o Dla dowolnego ¢: PAF ~(TwR(Tp ) A TwR(T=p)).

o W szczegélnosci: PAF TwR(T=(0 =1)7) — - TwR(T0 =17).

o Poniewaz PAF —(0 = 1), wiec PAF TwR(T=(0 =1)7).

o W konsekwencji: PAF — Tw®(70 = 17), czyli PA Con8,.

o Formuta Tw” nie moze zatem spetnia¢ warunkéw dowodliwosci
(D1)~(D3). Dowodzi sie, ze Tw® nie spetnia (D2).

o Formuta Conf, wyraza wtasnos¢ niesprzecznosci PA, ale dowodliwag
na gruncie PA.
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Inne konsekwencje Lematu Przekatniowego Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera jako konsekwencja LP

Na mocy Lematu Przekatniowego istnieje zdanie g takie, ze:
PA+ YR =7 M(rapR—l).

Twierdzenie.

Niech pr bedzie okreslonym powyzej zdaniem. Wtedy:
@ PAnonk ¢g
@ PA nont —pg.

e Dowdd punktu 1. Jesli PA jest niesprzeczna, to formuty Dow oraz
Dow”™ mocno reprezentuja w PA te sama relacje.

o Zachodzi zatem warunek (D1) dla Tw®, czyli: jesli PAF ¢, to
PA + TwR(TT), dla wszystkich .

@ Tak samo jak w (drugim) dowodzie | Twierdzenia Godla pokazujemy,
ze: PA nont ¢g.
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Inne konsekwencje Lematu Przekatniowego Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera jako konsekwencja LP

Dowdd punktu 2. J

@ Dla dowodu nie wprost przypusémy, ze PAF —pg.

@ Niech d bedzie numerem gédlowskim jakiegos dowodu zdania —pg.

o Poniewaz Dow(d, —@g™), a Dow® mocno reprezentuje w PA relacje
Dow" (czyli réwniez relacje Dow), wiec PA - Dow®™(d, "= ).

@ Na mocy definicji zdania pg oraz przypuszczenia dowodu nie wprost
mamy: PA F TwR(Tpr7).

e To oznacza, ze: PAF 3x (Dow(x, pr ") A Vz<xVw (Dow(z, w) —
(—Neg(w," g ") A ~Neg("wr ', w)))).

e Oznaczmy przez p(x) podformute powyzszej formuty, bedaca
zasiegiem kwantyfikatora Ix. Mamy wtedy:
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Inne konsekwencje Lematu Przekatniowego Twierdzenie Rossera

Twierdzenie Rossera jako konsekwencja LP

e Poniewaz PA - Dow®(d,T=pr ), wiec drugi sktadnik powyzsze]
alternatywy jest sprzeczny.

o Mamy wiec: PA - 3x (x<d A p(x))

o Poniewaz PAF (x<d = (x =0V x=1V...Vx = d)), wiec mamy:

PA - Dow(0,"pr ™) V Dow(1,7og ™) V... V Dow(d, "R ).
o To jest sprzeczne z PA+ Dow®(d,T=pr7).

@ Przypuszczenie dowodu nie wprost musimy wiec odrzuci¢ i mamy
ostatecznie: PA non bk —pg.
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Inne konsekwencje Lematu Przekatniowego Inne zdania samozwrotne

Inne zdania samozwrotne

Twierdzenie. Zafézmy, ze PA niesprzeczna oraz ze formufa Tw spetnia
warunki (D2), (D3) i warunek (D1'): PA ‘- ¢ dokfadnie wtedy, gdy
PAE Tw("p™). Wtedy:

© Jesli o jest takie, ze PAF ¢ = (= Tw(Tp ) A= Tw(T=¢7)), to
PA =y oraz PA non & . [Tu ¢ stwierdza wiasna
nierozstrzygalnosé.]

Q Jesli o jest takie, ze PAF ¢ = (Tw(Tp )V Tw("—p ")), to PA ¢.
[Tu ¢ stwierdza wtasng rozstrzygalnosc.]

© Jesli o jest takie, ze PAF ¢ = = Tw(T—p "), to PAF = (oraz
PA nont ). [Tu ¢ stwierdza wtasna niesprzecznos¢ z PA.]

Q Jesli o jest takie, ze PAF ¢ = Tw(T—¢ "), to PA non I ¢ oraz
PA non = —¢. [Tu ¢ stwierdza wifasna sprzecznos¢ z PA.]
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Inne konsekwencje Lematu Przekatniowego Inne zdania samozwrotne

Inne zdania samozwrotne

Zarys dowodu.

Kazde ze zdad wymienionych w twierdzeniu istnieje na mocy Lematu
Przekatniowego.

@ Na mocy definicji ¢: PAF ¢ — —Tw("—¢"), a przez kontrapozycje:
PAF Tw("=¢ ™) — —p. Na mocy Twierdzenia Léba mamy: PAF —¢.
Z niesprzecznosci PA: PA non F .

@ To konsekwencja poprzedniego punktu.

© Na mocy definicji ¢ zdanie - jest zdaniem Henkina, a zatem

@ Na mocy definicji ¢ zdanie - jest zdaniem gddlowskim. Tak wiec, na
mocy | Twierdzenia Gddla: PA nont ¢ oraz PA nont —.
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Istotna niezupetnos$¢ arytmetyki PA

Z podanych w tym wyktadzie twierdzen wynika, ze jesli arytmetyka PA jest
niesprzeczna, to jest: niezupetna oraz nierozstrzygalna.

e Przez rekurencyjne rozszerzenie arytmetyki PA rozumiemy kazda
teorie pierwszego rzedu, ktéra jest rozszerzeniem PA o rekurencyjny
zbiér aksjomatéw i ktérej zbiér numeréw godlowskich symboli
pozalogicznych jest rekurencyjny.

@ Teoria T (w ktdrej mozliwa jest arytmetyzacja sktadni) jest istotnie
niezupetna, jesli T jest (niesprzeczna i) niezupetna oraz kazde jej
niesprzeczne rozszerzenie rekurencyjne jest niezupetne.

Jesli arytmetyka PA jest niesprzeczna, to jest istotnie niezupetna. )
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Uwagi koncowe

Twierdzenia Godla uwaza sie za najbardziej donioste dokonanie w logice XX
wieku. Istnieje na ten temat olbrzymia literatura.

Szczegblnie polecamy lekture dwéch monografii:

o Krajewski, S. 2003. Twierdzenie Gédla i jego interpretacje filozoficzne.
Od mechanicyzmu do postmodernizmu. Wydawnictwo Instytutu
Filozofii i Socjologii PAN, Warszawa.

e Murawski, R. 20003, Funkcje rekurencyjne i elementy
metamatematyki. Problemy zupetnosci, rozstrzygalnosci, twierdzenia
Gédla. Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan. Kilka wyktadéw z
niniejszego cyklu przygotowano wiasnie na podstawie tej monografii.
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Wykorzystywana literatura

e Barwise, J. (ed.) 1977. Handbook of mathematical logic.
North-Holland Publishing Company, Amsterdam, New York Oxford.

@ Bell, J.L., Machover, M. 1977. A course in mathematical logic. North
Holland Publishing Company, Amsterdam, New York, Oxford.

o Cutland, N. 1980. Computability. An introduction to recursive
function theory. Cambridge University Press, Cambridge.

e Hinman, P.G. 2005. Fundamentals of Mathematical Logic. A K
Peters, Wellesley.

o Krajewski, S. 2003. Twierdzenie Gédla i jego interpretacje filozoficzne.
Od mechanicyzmu do postmodernizmu. Wydawnictwo Instytutu
Filozofii i Socjologii PAN, Warszawa.

@ Mendelson, E. 1997. Introduction to mathematical logic. Chapman &
Hall, London.
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Wykorzystywana literatura

e Murawski, R. 2000%. Funkcje rekurencyjne i elementy
metamatematyki. Problemy zupetnosci, rozstrzygalnosci, twierdzenia
Gédla. Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan.

e Odifreddi, P.G. 1989. Classical recursion theory. North-Holland
Publishing Company, Amsterdam.

@ Shoenfield, J.R. 1967. Mathematical logic. Addison-Wesley, Reading,
MA.

e Smorynski, C. 1977. The incompleteness theorems. W: J. Barwise
(ed.) 1977. Handbook of mathematical logic. North-Holland
Publishing Company, Amsterdam, New York Oxford, 821-866.

@ Smullyan, R. 1992. Gédel’s incompleteness theorems. The Clarendon
Press, Oxford University Press, New York.

e Smullyan, R. 1993. Recursion theory for metamathematics. Oxford
University Press.
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