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Wprowadzenie

Ta prezentacja ma charakter mocno Humanistyczny. Méwimy w niej
mianowicie o bardzo ezoterycznych bytach: liczbach porzadkowych i
kardynalnych.

Z czysto matematycznego punktu widzenia, uzywane pojecia sg bardzo
proste — wykorzystujemy pojecia teorii mnogosci takie, jak: zbiér, relacja,
funkcja.

Rozumienie przedstawionych konstrukcji wymaga jednak, oprécz skupienia,
takze wyobrazni.

A tego wtasnie — wyobrazni — Humanistkom przeciez nie brakuje. )
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Czym jest liczba elementéw zbioru?

Postugujac sie definicjami: ]

@ pojecia réwnolicznosci
@ zbioru N wszystkich liczb naturalnych (definicja von Neumanna)

@ nieskonczonosci (w sensie Dedekinda)

mozemy zdefiniowa¢, jak widzielismy, zbiory: skonczone, przeliczalne i
nieprzeliczalne.

Z Twierdzenia Cantora wynika, ze istniejg nieréwnoliczne zbiory
nieskonczone. Jak okresli¢ liczbe ich elementéw? Jak liczby te
poréwnywaé? W jaki sposéb okresli¢ na nich dziatania arytmetyczne?
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Réwnolicznosé

Réwnolicznosé

Bedziemy stosowaé oznaczenia: )

@ Jesli zbiory X i Y sa réwnoliczne (czyli gdy istnieje bijekcja z X na Y), to
piszemy: |X|=|Y]|.

o Jesli istnieje iniekcja z X w Y, to piszemy |X| < |Y].

@ Jesli | X| < |Y] oraz nie zachodzi | X| = |Y|, to piszemy |X| < |Y/|.

Moéwimy, ze:
@ zbiory X i Y sa tej samej mocy, gdy sa réwnoliczne, czyli gdy | X| = |Y].
@ zbiér X jest mocy niewiekszej niz zbiér Y, gdy | X| < |Y].

@ zbiér X jest mocy mniejszej niz zbiér Y, gdy | X| < |Y].

Uwaga. To tylko sposéb méwienia. Nie zdefiniowaliémy, czym s3 moce zbioréw.
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Réwnolicznosé

Réwnolicznosé

Dla dowolnych zbioréw A, B, C, D: )

o Jesli |A|=|B|, |[C|=|D]oraz ANB=0=CnND, to
|JAUB| = |CUD,..

o Jesli [A| = [B], to [p(A)| = [p(B)|.

o |p(A)| = [{0,1}4].

e Jesli |A| =|C|i|B|=|D|, to |AB| = \CD|.

e Jesli BN C =0, to dla dowolnego A: |ABUC| = |AB x AC.

o (|AB)C| =|ABxC].

o Al < |p(A)l.

Uwaga! Aksjomaty teorii mnogosci ZF nie rozstrzygaja, czy z tego, ze
Al < |B| wynika, iz [p(A)] < |p(B)].
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Twierdzenie Cantora-Bernsteina

Lemat Banacha. Niech f : A— B oraz g : b — A bedj iniekcjami.
Wtedy istniejg zbiory Ay, Ay, By, Bo takie, ze:

e AiUA =A A NA =0,
e BiUB, =B, BN B, =10,
o f[Ai] = By,
e g[By] = a.

Twierdzenie Cantora-Bernsteina. Jesli |A| < |B| oraz |B| < |A|, to
Al =18BI.
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Zbiory przeliczalne

Jak moze wiesz ze szkoty, piszemy |A| = Ny zamiast |A| = |N| (czyli
sformutowania: A jest przeliczalny).

@ Skonczony produkt zbioréw przeliczalnych jest przeliczalny.

@ Suma przeliczalnej rodziny zbioréw przeliczalnych jest przeliczalna.

Réwnolicznos¢ |N x N| = |N| ustalajg np. bijekcje:
e f(n,m)=2"-2m+1)-1
1
o g(n,m)= ("7 +n.

Réwnolicznos¢é Z x N oraz Q ustala np. suriekcja:

n
f(n,m) = .
m+1
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Zbiory mocy kontinuum

Jak moze wiesz ze szkoty, jesli |A| = |R|, to méwimy, ze A jest mocy
kontinuum i piszemy |A| = c.

° [p(N)| =c.
o |N| < |R|.
o R xR|=|R|.

Zbiory mocy kontinuum s3 nieprzeliczalne. ]

Istniejg tez zbiory nieprzeliczalne, ktére nie s mocy kontinuum: np. zbiér
o(R). J
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Liczby porzadkowe

Moéwimy, ze zbidr X jest: ]

@ przechodni, gdy kazdy element X jest podzbiorem X;

@ liczba porzadkowa, gdy X jest zbiorem przechodnim i dla wszystkich
réznych elementéw Y, Z € X zachodzi alternatywa: Y € Z lub
ZeYy,;

@ liczba kardynalna, gdy jest liczba porzadkowa i |Y| < | X] dla
wszystkich Y € X.

Przypominamy, ze X* oznacza zbiér X U {X}. Niech w oznacza
C-najmniejszy zbiér zawierajacy jako element zbiér () oraz domkniety na
operacje * (tj. zawierajacy, wraz z kazdym elementem X takze element
X*).

Liczby porzadkowe oznaczamy literami «, (3, v, itd.
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Liczby porzadkowe

@ Elementy dowolnej liczby porzadkowej sa liczbami porzadkowymi.

@ Dla dowolnych elementéw X, Y liczby porzadkowej a: X C Y wtedy i
tylko wtedy, gdy X € Y lub X =Y.

@ Dla dowolnych liczb porzadkowych o, 3: a € G lub 3 € a lub oo = S.

Dla dowolnych liczb porzadkowych definiujemy: a < G wtedy i tylko wtedy,
gdy a € 8. Niech a@ < 3 oznacza, ze o < 3 lub o = 3. Wtedy:

o Dla kazdej liczby porzadkowej «, relacja < dobrze porzadkuje a.
o Jesli o jest liczba porzadkows i X C « jest odcinkiem
<-poczatkowym, to:
o X =alub
e X =3, gdzie 3 jest =-najmniejszym elementem w o — X.
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Liczby porzadkowe

Kazdy odcinek poczatkowy liczby porzadkowej jest liczba porzadkowa.
Jesli « jest liczba porzadkowsa, to o U {a} jest liczbg porzadkowa.

Jesli A jest zbiorem liczb porzadkowych, to | J A jest liczba
porzadkowa.

Nie istnieje zbior wszystkich liczb porzadkowych.

Zermelo. Dla kazdego zbioru X istnieje dobry porzadek w X. )

Ernst Zermelo (1871-1953) byt twérca pierwszej aksjomatyki dla teorii
mnogosci.

Jedna z gtéwnych motywacji dla stworzenia tej aksjomatyki byt wtasnie
dowéd powyzszego twierdzenia.
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Liczby porzadkowe

Méwimy, ze liczba porzadkowa « jest: ]

@ liczba nastepnikowa, gdy o = () lub oo = S U {3} dla pewnej liczby
porzadkowej 3;

o liczba graniczna, gdy « nie jest liczba nastepnikowsa.

Dla kazdej liczby porzadkowej av zbiér o* = a U {a} jest <-najmniejsza
liczba porzadkowa <-wieksza niz a.

Zamiast o U {«} pisze sie czesto v + 1.

Liczba w jest graniczng liczba porzadkowa.

Liczba w + 1 jest nastepnikowg liczba porzadkowsa.

Wszystkie liczby naturalne (w sensie definicji von Neumanna) sa
nastepnikowymi liczbami porzadkowymi.
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Liczby porzadkowe

Liczba porzadkowa « jest graniczna wtedy i tylko wtedy, gdy o = | a. J

Niech w; bedzie <-najmniejsza nieprzeliczalng liczba porzadkowa. Wtedy
zbiér:
{B:w=xpF<w}

wszystkich przeliczalnych liczb porzadkowych jest nieprzeliczalny.
Kazdy element tego zbioru jest zbiorem przeliczalnym.

Zbiér w wszystkich skoinczonych liczb porzadkowych jest przeliczalny, a
kazdy jego element jest zbiorem skonczonym.
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il perssteneEein
Indukcja pozaskonczona

Sformutowanie zasady indukcji pozaskonczonej wymaga znajomosci jezyka
teorii mnogosci — zob. Dodatek 1.

Zasada indukcji pozaskonczonej. Niech ¢ bedzie dowolna formuta
jezyka teorii mnogosci ZF.

Jesli dla kazdej liczby porzadkowej o oraz wszystkich 3 € «a, formuta ¢(/3)
implikuje formute (), to dla wszystkich liczb porzadkowych o zachodzi

p(a).

Twierdzenie o rekursji pozaskonczonej. Niech ¢ bedzie formuta taka,
ze dla kazdego x istnieje doktadnie jeden y taki, ze 1)(x, y). Wtedy: dla
kazdej liczby porzadkowej « istnieje doktadnie jedna funkcja f o dziedzinie
« taka, ze dla wszystkich 3 € « zachodzi ¥(f | 3, f(3)).
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Dtz e (fetedh pamethem
Dziatania na liczbach porzadkowych

Powyzsze dwa twierdzenia umozliwiaja poprawne zdefiniowanie dziatan
dodawania @ i mnozenia ® liczb porzadkowych (tu 0 oznacza 0):

e adl0=q«
o ad B =(adf)*
e a®\=J{a® p: 3 < A} dla X granicznych;

o a®0=0
e a0 f =(a0f)Ba
e aOAN=J{a®B: 8 < A} dla X granicznych.

Zwykle zamiast @ piszemy +, a zamiast ® piszemy -. ]
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Dtz e (fetedh pamethem
Dziatania na liczbach porzadkowych

W takiej uproszczonej notacji definicje dodawania i mnozenia liczb
porzadkowych przyjmuja postac¢:

a+0=a
at+(B+1)=(a+p)+1
a+ A= J{a+5: 8 < A} dla X granicznych;

e o-0=
°oa-(f+1)=(a-f)+a
o a-A=J{a-F: 8 < A} dla X granicznych.

Mamy np.: 14w =w<w+1loraz2 w=w<w-2=w+w<w-w. )
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Liczby kardynalne

Przypominamy, ze « jest liczba kardynalna, gdy jest liczba porzadkows i
|B| < | dla wszystkich 3 € . Liczby porzadkowe « o tej wtasnosci
nazywane s3 takze poczatkowymi liczbami porzadkowymi.

Jesli «v jest nieskonczong liczba kardynalng, to « jest graniczng liczba
porzadkowa.

Nie kazda liczba porzadkowa jest liczba kardynalng. Dla przyktadu, liczby
porzadkowe w + w oraz w - w nie s3 liczbami kardynalnymi.

Jerzy Pogonowski (MEG) Wstep do Matematyki (4) Liczby kardynalne 17 / 33



Liczby kardynalne Hierarchia kumulatywna zbioréw

Hierarchia kumulatywna zbioréw

Przez indukcje pozaskonczong definiujemy hierarchie kumulatywna zbioréw:J

o Rp=10
® Rat1 = p(Ra)
o Ry =J{Rs: B < A} dla X granicznych.

Wtedy:

o Kazdy zbiér R, jest przechodni.
e Dla kazdego zbioru X istnieje liczba porzadkowa « taka, ze X € R,.

y

R, to rodzina zbioréw dziedzicznie skoriczonych.
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Liczby kardynalne Przyporzadkowanie Hartogsa

Przyporzadkowanie Hartogsa

Dla kazdego zbioru X istnieje liczba porzadkowa « taka, ze:

@ nie istnigje iniekcja f : o — X.

Dla dowolnego zbioru X niech:

e H(X) = liczba Hartogsa zbioru X = <-najmniejsza liczba porzadkowa
« taka, ze nie istnieje iniekcja f : o — X.

Dla kazdego zbioru X istnieje jego liczba Hartogsa. )

Jerzy Pogonowski (MEG) Wstep do Matematyki (4) Liczby kardynalne 19 / 33



[RSTVRETCVAEINEIN Skala aleféw

Skala aleféw

Przez indukcje pozaskonczona definiujemy skale alefow: )

° NO = w
o Ray1 = H(Xa)
o Ny = J{Ng: 4 < A} dla A granicznych.

Alefy tworza ciag pozaskoriczony:

N0-<N1-<N2-<...Nw-<Nw+1-<Nw+2-<...Nw+w-<...

Dla kazdej nieskonczonej liczby kardynalnej « istnieje liczba porzadkowa «
taka, ze kK = N,.
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Dziatania na liczbach kardynalnych
Dziatania na liczbach kardynalnych

Dla kazdego zbioru X istnieje liczba kardynalna « taka, ze |X| = |k|.
Oczywiscie liczba ta jest doktadnie jedna. Nazywamy ja moca zbioru X.
Gdy |X| = |k|, to piszemy |X| =k (lub k = | X]).

Dodawanie, mnozenie i potegowanie liczb kardynalnych definiujemy
nastepujaco:

e K+ A= |(kx{0})U (A x {1}

° K- A=Kk x|

o k= |k}

Jesli ki A\ sa nieskonczonymi liczbami kardynalnymi, to
K+ A=k -X=max{k,A}.
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Liczby kardynalne Dziatania na liczbach kardynalnych

Dziatania na liczbach kardynalnych

Niektére wiasnosci dziatan na liczbach kardynalnych: )

e Jedli Kk <X )\, to:

o K+ pu=A+p
o K- u=XA-p
o KM =X AH

o =t

o (KMH = kM
o (K- A)H =gt N

@ KMTH = A kH, |
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Dziatania na liczbach kardynalnych
Dziatania na liczbach kardynalnych

Definiujemy dowolne sumy oraz iloczyny liczb kardynalnych:

o > ri=|U(ki x{i})]

iel iel
o [[xi=|]Ikil
iel iel

Twierdzenie Koniga. Jesli A\; < k; dla wszystkich i € /, to:

Z)\; =< HH,‘.

icl iel
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Peigmmane e el
Potegowanie liczb kardynalnych

o Wspdtkoricowoscia liczby kardynalnej k nazywamy najmniejsza liczbe
porzadkowa « taka, ze: istnieje funkcja f : @ — k taka, ze dla kazdej
B < K istnieje v < « taka, ze § < f(7). Wspétkoncowos¢
oznaczamy przez cof (k).

@ Przez k™ oznaczamy <-najmniejsza liczbe kardynalng <-wieksza od «.

@ Mowimy, ze nieskonczona liczba kardynalna k jest regularna, gdy
k = cof (k). Liczby kardynalne, ktére nie sa regularne, nazywamy
singularnymi.

Jesli 2 < A< Kkiw=k, to A" =2"

Konig. Jesli x jest nieskoficzona, to k < cof (2¥).

W szczegélnosci: o < cof (2%0).

Hausdorff. Jesli w <k i2 <X =<k, to (k7)) = kT -k .

e 6 o6 ¢

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Wstep do Matematyki (4) Liczby kardynalne 24 / 33



Peigmmane e el
Potegowanie liczb kardynalnych

Na mocy definicji, cof (k) jest najmniejsza liczba kardynalna A taka, ze
zbiér mocy k jest suma A swoich podzbioréw.
Mamy np.: cof (Rg) = cof (Ry,) = cof (Ry+w) = cof (R ) = Ro.

Liczba k jest regularna wtedy i tylko wtedy, gdy dowolna suma mniej niz k
zbioréw mocy mniejszej niz kK ma moc mniejsza niz k. Liczba Ng jest
regularna. Kazda liczba postaci X1 jest regularna. Kazda liczba postaci
kT jest regularna (dla nieskonczonych ).

o Jedli k jest nieskonczona, to cof (k) jest regularna (cof (cof (k)) = k).
o Liczby N, oraz N, nie s3 regularne (cof (R,,) = N1 < N, ).
o cof(Ry, ;) = Naq1.

@ Noi1 = (R,)T dla kazdej liczby porzadkowej a.
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Peigmmane e el
Potegowanie liczb kardynalnych

Liczbe 2% nazywamy kontinuum i oznaczamy przez ¢. Liczba kardynalna ¢
jest nieprzeliczalna.
Mamy: |R| = |NY| = [{0,1}1] = c.

Liczby Wg oraz ¢ to nieskonczone liczby kardynalne najczesciej uzywane w
praktyce matematyczne;.

o Ng+Ng=Rg-Ng= NS = N, dla wszystkich n € w.

o cte=c-c=c" =t =2% = NF = ¢ dla wszystkich n € w.

@ Zaden zbiér mocy kontinuum nie jest suma przeliczalnie wielu swoich
podzbioréw mocy mniejszej niz kontinuum.
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Liczby kardynalne Hipoteza kontinuum

Hipoteza kontinuum

Nastepujacych zdan nie mozna ani udowodni¢, ani odrzuci¢ na mocy
aksjomatéw teorii mnogosci ZF:
o CH (hipoteza kontinuum): Ry = 2%0
o GCH (uogdlniona hipoteza kontinuum): Rqy1 = 2% dla wszystkich
liczb porzadkowych «.
o Godel udowodnit, ze jesli ZF jest niesprzeczna, to niesprzeczna jest
ZF wraz z GCH.
@ Cohen udowodnit, ze jesli ZF jest niesprzeczna, to niesprzeczna jest
ZF wraz z zaprzeczeniem GCH.
W konsekwencji, oba te zdania sg niezalezne od teorii mnogosci ZF. )
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Liczby kardynalne Hipoteza kontinuum

Hipoteza kontinuum

Easton. Niech f bedzie funkcja okreslona dla liczb kardynalnych i
spetniajaca nastepujace warunki:

o jesli k < A, to f(k) X F(N)
e k < cof (f(k)) dla k regularnych.

Wtedy: jesli ZF jest niesprzeczna, to niesprzeczna jest ZF lacznie ze
zdaniem:

e f(r) = 2" dla wszystkich regularnych liczb kardynalnych .

Z twierdzenia Eastona wynika zatem, ze jesli ZF jest niesprzeczna, to dla
dowolnej n, teoria ZF wraz ze zdaniem X, = 2% jest niesprzeczna.
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IHfipeicza Lemfig
Hipoteza kontinuum

Silver. Niech:

o Ny < cof(k) <k

o jesli A < K, to 22 = AT,
Wtedy: 2% = k.

Shelah. Dla wszystkich n < w: jesli 2% < X, to 2% < Ry, J

Wymienione wyzej twierdzenia pokazuja m.in., ze (w przypadku CH)
jedynym ograniczeniem na wartos¢ 280 jest:

e Ng < cof (2%).
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Bus ety bendyiellic
Liczby nieosiagalne

Moéwimy, ze liczba kardynalna k jest graniczna, gdy k jest nieprzeliczalna oraz
At < k dla wszystkich X < k.

Uwaga. ,Graniczna liczba kardynalna” i ,graniczna liczba porzadkowa” to dwa
rézne pojecia.

N, jest graniczna liczba kardynalna wtedy i tylko wtedy, gdy « jest graniczna

liczba porzadkowa.

@ « jest sfabo nieosiagalna, gdy k jest regularng graniczna liczba kardynalna.

@ k jest mocno nieosiagalna (nieosiagalna), gdy « jest stabo nieosiagalna i
2* < k dla wszystkich \ < k.

K jest stabo nieosiagalna wtedy i tylko wtedy, gdy: Yo < &, cof (k) = k oraz
AT < &k dla wszystkich A < k.

Jesli k jest mocno nieosiggalna, to kK = N.
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Liczby kardynalne Duze liczby kardynalne

Jeszcze o potegowaniu liczb kardynalnych

Potegowanie nieskonczonych liczb kardynalnych jest operacja bardzo
skomplikowana.

Tarski. Niech x bedzie graniczna liczba kardynalng oraz niech
1 <\ < cof (k). Wtedy:

=3

H=<K

Zatézmy, ze prawdziwa jest GCH. Dla dowolnej nieskonczonej liczby
kardynalnej x oraz dowolnej liczby kardynalnej 0 < A:

o k) =k, jesli A < cof (k)

o k) =k, jesli cof (k) <A < K
o kM= \T, jesli k < A
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Bus ety bendyiellic
Duze liczby kardynalne

Istnienie liczb mocno nieosiagalnych nie wynika z aksjomatéw teorii
mnogosci ZF.

Rozwaza sie takze znacznie wieksze liczby kardynalne niz liczby mocno
nieosiagalne (np. liczby mierzalne). J

Oczywiscie, nie istnieje zbidr wszystkich liczb kardynalnych. )

Skala liczb kardynalnych jest pozaskonczona. ]
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Koniec

Koniec

Zadanie domowe. )

@ Sprébuj Zapamieta¢ ze Zrozumieniem: konstrukcje liczb porzadkowych
i kardynalnych, dziatania na tych liczbach, zasade indukg;ji
pozaskonczone;.

@ Przygotuj sie do sprawdzianu.

Prezentacje 1-3 dotyczyty bardzo elementarnych pojec.
W dalszym ciggu zajmiemy sie ré6znymi strukturami matematycznymi.
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