MATEMATYCZNE PODSTAWY KOGNITYWISTYKI
KOGNITYWISTYKA UAM, 2022-2023. ZALICZENIE WYKLADU: 25.01.2023

Imie i nazwisko:................ MROWECZKA CALINECZKA

1. [3 punkty] Niech A bedzie rodzing wszystkich podzbioréw zbioru {1,2, 3,4}
o parzystej liczbie elementéw. Narysuj graf relacji R C A x A zdefiniowanej
warunkiem: A R B wtedy i tylko wtedy, gdy AN B = 0.

2. [4 punkty] (a) Co to znaczy, ze relacja R okreSlona w zbiorze X jest antysy-
metryczna? (b) Podaj przyklad relacji, ktéra ma t¢ wtasnos¢ i relacji, ktéra jej nie
ma. (c) Rozstrzygnij czy jest antysymetryczna relacja R C R x R zdefiniowana
warunkiem: z Ry wtedy i tylko wtedy, gdy |z — y| < 7.

3. [4 punkty] Pokaz, podajac kontrprzyktad, ze nie jest prawem rachunku zbioréw:

AN(B-C)=AN(C-B).

4. [4 punkty] Wyznacz (w mozliwie najprostszej postaci) pochodng funkcji:

X

5. [5 punktéw] Wybierz doktadnie jedna z podanych propozycji i przeprowadZ
dowdd, stosujac indukcj¢ matematyczna:

1. Udowodnij, ze (1 + %0)” > 1+ {5, dla wszystkich n > 1.

2. Udowodnij, ze dla wszystkich n > 1:

k=1

4
Liczba punktéw | Ocena
<11 2
11-12 3
13-14 3+
15-16 4
17-18 4+
19-20 5
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MATEMATYCZNE PODSTAWY KOGNITYWISTYKI
KOGNITYWISTYKA UAM, 2022-2023. ZALICZENIE WYKLADU: 25.01.2023

Imie i nazwisko: ............... MROWECZKA DOROTECZKA

1. [3 punkty] Niech A bedzie rodzing wszystkich podzbioréw zbioru {1,2, 3,4}
o nieparzystej liczbie elementéw. Narysuj graf relacji R C A x A zdefiniowanej
warunkiem: A R B wtedy i tylko wtedy, gdy AN B = 0.

2. [4 punkty] (a) Co to znaczy, ze relacja R okreslona w zbiorze X jest spdjna?
(b) Podaj przyktad relacji, ktéra ma t¢ wlasnos¢ i relacji, ktéra jej nie ma. (c) Roz-
strzygnij czy jest spdjna relacja R C R x R zdefiniowana warunkiem: x Ry wtedy
i tylko wtedy, gdy |z — y| > .

3. [4 punkty] Pokaz, podajac kontrprzyktad, ze nie jest prawem rachunku zbioréw:
AU(B-C)=AU(C - B).
4. [4 punkty] Wyznacz (w mozliwie najprostszej postaci) pochodng funkcji:
fl@)=az e V2

5. [5 punktéw] Wybierz dokladnie jedna z podanych propozycji i przeprowadz
dowdd, stosujac indukcj¢ matematyczna:

1. Udowodnij, ze (1 + %)” > 1+ g5, dla wszystkich n > 1.

2. Udowodnij, ze dla wszystkich n > 1:

n
d k2b =24 (n—1)- 2"
k=1

Liczba punktéw | Ocena
<11 2
11-12 3
13-14 3+
15-16 4
17-18 4+
19-20 5
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ROZWIAZANIA

MROWECZKA CALINECZKA

1. Rodzina A ma nastgpujace elementy:

0,{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,3,4}.

Rozwazana relacja jest symetryczna, wigc jej graf narysujemy jako graf niezorien-
towany. Widac, ze zbior () jest roztaczny z kazdym zbiorem z rodziny A, natomiast
zbiér {1, 2,3, 4} ma elementy wspdlne z kazdym niepustym zbiorem z rodziny .A.
Graf rozwazanej relacji wyglada zatem nastgpujaco:

{17 2’ 3’ 4}

{2,3} {1,3}

0
{1,4} © {2,4}

{1,2} {3,4}

Poniewaz () N () = (), wiegc mamy petle w wierzchotku ().

2. (a) Relacja R okreslona w zbiorze X jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy,
gdy dla dowolnych z € X oraz y € X: jesli zRy oraz yRx,to z = y.

(b) Relacja < jest antysymetryczna w zbiorze liczb rzeczywistych, poniewaz
jest tak, iz jesli z < y oraz y < z, to x = y. Nie jest antysymetryczna np. relacja
R okres§lona migdzy prostymi na plaszczyZnie zachodzaca migdzy prostymi x i y
wtedy i tylko wtedy, gdy z jest prostopadta do y, poniewaz jesli x Ry oraz y Rz,
to x 1 y sa r6znymi prostymi. Podobnie, relacja R okre§lona migdzy prostymi na
ptaszczyznie zachodzaca migdzy prostymi x i y wtedy i tylko wtedy, gdy = jest
réwnolegla do y nie jest antysymetryczna, poniewaz proste wzajem réwnolegle
moga by¢ rézne.



(c) Relacja R C R x R zdefiniowana warunkiem: xRy wtedy i tylko wtedy,
gdy |x — y| < 7 nie jest antysymetryczna, poniewaz np. 1 R2 oraz 2R1, ale 1 # 2.

3. Znalezienie kontrprzyktadu dla réwnosci AN (B —C) = AN(C — B) polega na
podaniu takich zbioréw A, B i C, ze wynik operacji po lewej stronie tej rownosci
nie bedzie tozsamy z wynikiem operacji po prawej stronie.

Mozna narysowa¢ diagram Venna dla trzech zbioréw, umieszczajac jakies ele-
menty w kazdej skladowej i policzy¢, czemu réwna jest lewa i prawa strona roz-
wazanej rownosci. Jesli wynik wykonanych operacji po lewej stronie nie bgdzie
tozsamy z wynikiem operacji wykonanych po prawej stronie, to podane zbiory sta-
nowia kontrprzyktad, ze rozwazana rowno$¢ nie jest prawem rachunku zbioréw.

W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:

A=1{1,2,4,5}, B={2,3,5,6},C ={4,5,6,7}

Wyznaczamy wynik operacji wykonanych po lewej stronie rownoSci:

B-C=1{2,3}

AN(B-C)={2}.

Wyznaczamy wynik operacji wykonanych po prawej stronie réwnosci:

C—-B={4,7}

AN(C - B) = {4}.

Poniewaz {2} # {4}, wigc podane zbiory A, B i C stanowia kontrprzyktad
dla rozwazanej rownosci.

4. Pochodng funkcji f(x) = \/“;7 wyznaczymy, korzystajac ze wzor6w na: po-

chodng ilorazu funkcji, pochodng funkcji ztozonej, pochodna funkcji wyktadniczej
i pochodng funkcji potggowe;.

() V& — - (Ve
(Ver)?
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5.1. To szczegdlny przypadek nieréwnosci Bernoulliego, ktérej dowdd przeprowa-
dzono na wyktadzie. Dowdd tego, ze (1 + %0)" > 1+ {y, dla wszystkichn > 1
przebiega nastgpujaco.

Krok poczqtkowy. Najmniejsza liczbg z rozwazanego zakresu jest 1. Poniewaz
(1+ %)1 >1+ 1—10, wigc badana nier6wnos¢ zachodzi dla liczby 1.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne dla k& > 1: (1 + 1—10)k P>
1+ 4. Mamy udowodni¢, ze przy tym zatozeniu zachodzi: (14 75 )F+! > 1+ EEL

Poniewaz (1 + 5)F*! = (1+ 5)" - (1 4+ &), wiec na mocy zatozenia induk-
cyjnego: (1+ 15)F- (14 4) = (14 45) - (14 15). Obliczamy: (1+£)- (1+4) =
l—i-%o—l-l%—i-%.PoniewaZ% >O,wi¢c1+%+%+1ioo > 1"‘%0“‘1%'
Ale 1 + %0 + % =1+ 1%1' PokazalisSmy zatem, ze jesli (1 + %)k >14+ %, to
(1+ &)kt > 14 EHL

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej rozwazana nieréwnos¢
zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n > 1.

n
5.2. Udowodnimy, ze kzl k3 = W, korzystajac z zasady indukcji matema-
tycznej.

Krok poczatkowy. Dla k = 1 lewa strona réwnosci to 13, czyli 1. Natomiast
prawa strona to %, czyli 1. Wzor jest zatem prawdziwy dla k = 1.

4

n
Krok nastepnikowy. Zaktadamy, ze > k% = . Musimy udowodnic,

k=1
n+1
e S kS = (n+1)2-(n+2)?
7€ : 1k =73 -



n+1 n
Obliczamy > k3 = > k% + (n + 1)3. Na mocy zatozenia indukcyjnego,
k=1 =1
n n
Sk = 7”2'(Z+1)2, azatem Y k3 + (n+1)% = 7”2'(1“)2 + (n+1)3.
k=1 k=1

Obliczamy: WHTHU?’ _ nQ-(n+1)2:4~(n+1)3 _ (n+1)2~(n1+4~(n+1)) _

(n+1)2-(n2+4-n+4) (n+1)2-(n+2)?
4 4 :

n n+41
Pokazalismy zatem, 7e jesli 3 k3 = "o(D? o 3~ g8 — (D2 (042"
k=1

1
k=1
Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, rozwazany wzor jest praw-

dziwy dla wszystkichn > 1.



ROZWIAZANIA

MROWECZKA DOROTECZKA

1. Rodzina A ma nastgpujace elementy:

{1}, {2}, {3},{4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2,3,4}.

Rozwazana relacja jest symetryczna, wigc jej graf narysujemy jako graf niezorien-
towany. Kazde dwa r6zne zbiory jednoelementowe sa roztaczne, a kazdy zbior tréj-
elementowy jest rozlaczny wylacznie z tym zbiorem jednoelementowym, ktérego
element nie nalezy do rozwazanego zbioru tréjelementowego. Graf rozwazanej re-
lacji wyglada zatem nastgpujaco:

{1,3,4}

{1,2,3}

2. (a) Relacja R okre§lona w zbiorze X jest spdjna wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych x € X oraz y € X:jesli x # y, to zRy lub y Rx.

(b) Relacja < w zbiorze liczb rzeczywistych jest spdjna, co wynika z prawa
trychotomii. Jesli z # y, to x < y lub y < x. Nie jest spdjna np. relacja inklu-
zji zbior6w w rodzinie wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru o co najmniej
dwéch elementach. Dla X = {1,2,3} mamy np. {1,2} # {2, 3} ale nie zachodzi
ani {1,2} C {2,3} ani {2,3} C {1,2}.

(c) Relacja R C R x R zdefiniowana warunkiem: xRy wtedy i tylko wtedy,
gdy |x — y| > 7 nie jest spdjna, poniewaz np. 1 # 2, ale nie zachodzi ani 1 R2 ani
2R1.Mamy bowiem |1 — 2| =1<7oraz|2—-1|=1< 7.

3. Znalezienie kontrprzyktadu dla réwnosci AU (B —C') = AU(C — B) polega na
podaniu takich zbioréw A, B i C, ze wynik operacji po lewej stronie tej réwnosci
nie bedzie tozsamy z wynikiem operacji po prawej stronie.



Mozna narysowaé diagram Venna dla trzech zbioréw, umieszczajac jakies ele-
menty w kazdej skladowej i policzy¢, czemu réwna jest lewa i prawa strona roz-
wazanej rownoSci. Jesli wynik wykonanych operacji po lewej stronie nie bedzie
tozsamy z wynikiem operacji wykonanych po prawej stronie, to podane zbiory sta-
nowia kontrprzyktad, ze rozwazana rowno$¢ nie jest prawem rachunku zbioréw.

W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:

A=1{1,2,4,5}, B={2,3,5,6},C ={4,5,6,7}

Wyznaczamy wynik operacji wykonanych po lewej stronie rownoSci:

B-C=1{2,3}

AU (B-C)=11,2,3,4,5}.

Wyznaczamy wynik operacji wykonanych po prawej stronie réwnosci:

C—-B={4,7}

AU(C - B)=1{1,2,4,5,7}.

Poniewaz {1,2,3,4,5} # {1,2,4,5,7}, wigc podane zbiory A, B i C stano-
wig kontrprzyktad dla rozwazanej réwnoSci.

4. Funkcje f(z) = z - e~V® mozemy traktowaé jako iloczyn funkcji g(z) = z
i h(x) = e V7 lub jako iloraz funkcji g(x) = z i k(z) = eV*. Kazdy z tych
wyboréw skutkuje tym samym wynikiem, korzystamy jedynie z innych wzoréw
na pochodne (iloczynu badzZ ilorazu funkcji). Ponadto, wykorzystujemy wzory na
pochodne funkcji wyktadniczej, funkcji ztozonej i funkcji potggowej. Powiedzmy,

ze policzymy pochodna tej funkcji jako pochodng ilorazu funkcji f(z) = 7=

X

@)= (=) =
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5.1. To szczegdlny przypadek nieréwnosci Bernoulliego, ktérej dowdd przeprowa-
dzono na wyktadzie. Dowdd tego, ze (1 + 2—10)” > 1+ g5, dla wszystkichn > 1
przebiega nastgpujaco.

Krok poczqtkowy. Najmniejsza liczbg z rozwazanego zakresu jest 1. Poniewaz
(1+ %)1 > 1+ 2—10, wigc badana nieréwnos¢ zachodzi dla liczby 1.

Krok nastgpnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne dla k > 1: (1 4 55)% >
1+ 2—’“0. Mamy udowodnié, ze przy tym zalozeniu zachodzi: (14 %)kﬂ =14 kgiol.

Poniewaz (1 + 55)"" = (14 55)* - (1 + 5 ), wiec na mocy zalozenia induk-
cyjnego: (14 55)% - (1+5) = (14 25) - (1+ ). Obliczamy: (1+ £)- (14 4) =
l—i-Q%—i-Q%—i-ﬁ.PoniewaZ& >0,Wi¢cl+%+%+& > 1+2i0+2%.
Ale 1 + QLO + % =1+ kQ—JBI. PokazaliSmy zatem, ze jesli (1 + %)k >14+ %, to
(1+ g5t > 1+ EHL

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej rozwazana nieréwnos¢é
zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n > 1.
n
5.2. Udowodnimy, ze > k-2F = 24 (n—1)-2"F!, korzystajac z zasady indukcji

k=1
matematyczne;j.

Krok poczatkowy. Dla k = 1 lewa strona réwnosci ma postaé 1-21, czyli rtéwna
jest 2. Natomiast prawa strona to 2 + (1 — 1) - 211 czyli 2 + 0 - 4, a wiec réwna
jest 2. Wzor jest zatem prawdziwy dla k = 1.

n
Krok nastepnikowy. Zaktadamy, ze > k- 2% = 24 (n — 1) - 2"+, Musimy

k=1
n+1
pokazaé, ze wtedy > k-2F =2 4+ n.20H2
k=1

n+1 n
Obliczamy > k-2F = Y~ k- 2%+ (n+1) - 2"*1. Na mocy zalozenia induk-
k=1 k=1

n n+1
cyjnego . k28 =24 (n—1)-2" azatem ) k-2F =24 (n—1) 2"+ 4
k=1 k=1

(n+1)- 27+



Obliczamy 2+ (n —1)- 2" 4 (n+1)- 2"l =242 . (n—14+n+1) =
2+42-n-2"t =24 p. 202
n n+1
Pokazalismy zatem, ze jesli > k-2F =2+ (n—1)-2"" L to 3 k- 2F =
k=1 k=1
2+mn-2m2,
Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, rozwazany wzOr jest praw-
dziwy dla wszystkichn > 1.



