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Gtéwnym pojeciem wprowadzonym na dzisiejszym wyktadzie bedzie pojgcie
pochodnej (funkcji rzeczywistej jednej zmiennej). Pojecie to funkcjonuje w ma-
tematyce od prawie czterystu lat i w krajach cywilizowanych jest omawiane w
edukacji szkolnej. W niezliczonych zastosowaniach matematyki w badaniach em-
pirycznych pojecie pochodnej odgrywa zasadnicza role. Przy jego pomocy usta-
la¢ mozna np. szybkos¢ zmian wielkoSci zaleznej od innej wielkos$ci, ekstremalne
wartosci przyjmowane przez funkcj¢ opisujaca badang zaleznosé, itp. Znajdowanie
pochodnych funkcji — czyli ich rézniczkowanie — jest procedura niezbyt skompli-
kowana. Aby si¢ z nig oswoié wystarcza dobre rozumienie pojgcia granicy, omoé-
wionego na poprzednim wykladzie.

1 Pochodna funkcji jednej zmiennej

Pochodna funkcji w danym punkcie to pojecie dotyczace lokalnych wtasnosci funk-
cji — tego, w jaki sposéb zmieniajq si¢ wartosci funkcji dla argumentéw z dowolnie
matego otoczenia wybranego punktu.

1.1 Definicja

Zatézmy, ze funkcja f o wartosciach rzeczywistych jest okre§lona w pewnym oto-
czeniu punktu xg, czyli w pewnym przedziale otwartym (xg — a,xo + a), gdzie
a > 0. Niech 0 < |h| < a. llorazem réznicowym funkcji f w punkcie z( dla
przyrostu h zmiennej niezaleznej nazywamy liczbe:

f(zo +h) — f(xo)
Y .
Powszechnie uzywa sig¢ tez nastgpujacych oznaczen oraz terminologii dla funkcji

y = f(x):




1. Liczbe h, czyli przyrost zmiennej niezaleznej oznacza si¢ przez Azx.

2. Liczbe f(xo+h)— f(x0), czyli przyrost zmiennej zaleznej oznacza si¢ przez
Ay.

3. Przy tych oznaczeniach iloraz réznicowy ma postac:

Ay f(xo + Az) — f(20)
Ax Az

Iloraz réznicowy w funkcji f(x) w punkcie xg dla przyrostu h ma
prosta interpretacje geometryczng: jest rowny tangensowi nachylenia siecznej do
krzywej y = f(x) w punktach (zg, f(x)) oraz (xo + h, f(xo + h)).

Jesli funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu xg oraz istnieje
granica ilorazu réznicowego:

lim f(zo+h) — f(zo0)
h—0 h ’

to tg granicg nazywamy pochodnq funkcji f w punkcie xy i oznaczamy przez
f'(@o).
Jezeli istnieje pochodna funkcji f w punkcie xg, to méwimy, ze f jest roznicz-
kowalna w punkcie .
UWAGA. Dla pochodnej funkcji y = f(x) uzywa sig takze nastgpujacych ozna-
czen: g—g, %, przy czym symbole te nalezy traktowaé jako calosci, a nie jako iloraz
(dwdch ,,nieskorficzenie matych” wielkoSci). To notacja proponowana przez Leib-
niza. W fizyce uzywa si¢ tez oznaczenia: ¢ (notacja proponowana przez Newtona).
Whprost z definicji pochodnej funkcji w punkcie wynikaja nastgpujace dwa
whnioski:

1. Niech f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu punktu xg. Funkcja f jest
rézniczkowalna w punkcie xg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja liczby a > 0
oraz § > 0 takie, ze dla |h| < §:

f(xo+h) = f(xo) + a-h+e(xo, h),
gdzie funkcja € spetnia warunek:
li h) =0.
hli)% E(x(]v )
Zachodzi wéwczas a = f(xg).

2. Funkcja rézniczkowalna w punkcie g jest w tym punkcie ciagta.



Dodajmy, ze istnieja funkcje ciagte w danym punkcie, ale nie posiadajace po-
chodnej w tym punkcie. Co wigcej, istnieja funkcje ciagle okreslone na catym zbio-
rze R, ktére nie sa rézniczkowalne w zadnym punkcie tego zbioru.

Dla zaspokojenia gtodu rachunkow, ktéry deklarowali stuchacze, rozwazmy
kilka przyktadéw. Obliczenia zostana wykonane kreda na tablicy. Uwazamy, ze
stanowi to nagrode dla tych stuchaczy, ktérzy — niezaleznie od warunkéw atmos-
ferycznych oraz licznych pokus czyhajacych na studenta pierwszego roku poza
murami Uczelni — decyduja si¢ na uczestnictwo w wyktadzie. Natomiast nagroda
dla tych, ktérzy w wyktadach nie uczestnicza jest mozliwo$¢ wykonania samo-
dzielnie (a wigc w komfortowych warunkach, gdy nikt nie wtraca si¢ do naszego
bystrego toku mys$lenia) odno$nych rachunkéw lub lektura zalecanych pozycji bi-
bliograficznych.

PRZYKELADY.

1. Funkcja f(z) = ™. Pokazemy, ze f'(x¢) = n-zj~ " dla wszystkich 29 € R
orazn > 1.

2. Funkcja f(x) = /x. Niech z¢ > 0. Pokazemy, ze f'(x¢) = 2.\}%.

3. Funkcja f(x) = sinz. Pokazemy, ze f'(xo) = cos zo.
4. Funkcja f(z) = cos x. Pokazemy, ze f'(xg) = — sin z.

5. Funkcja f(x) = a®, gdzie a > 0. Pokazemy, ze f'(zo) = a™ - In a. Zakta-

damy, ze stuchacze dowiedzieli si¢ na konwersatorium, ze hr% “Tl =lIna
Tr—r

dla a > 0 (dowdd tej rownosci znajda stuchacze takze np. w podreczniku
Musielak, Musielak 2004, na stronach 142—-143, Tom I, cze$¢ 1).

6. Funkcja f(x) = |z|. Pokazemy, ze f’(0) nie istnieje, poniewaz granica le-
wostronna ilorazu réznicowego funkcji f w punkcie x( jest r6zna od granicy
prawostronnej tego ilorazu w tym punkcie.

7. Funkcja f(x) = x-sin % x # 0, £(0) = 0. Niech 2y = 0. Pokazemy, ze ilo-
raz réznicowy tej funkcji w punkcie ¢y = 0 nie ma ani granicy lewostronne;j
ani granicy prawostronnej, a zatem pochodna tej funkcji w punkcie zg = 0
nie istnieje.

Jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym przedziale [z, xo + al, gdzie a > 0
oraz istnieje granica ilorazu réznicowego
iy 20 =S w)

h—0t




to tg granicg nazywamy pochodnq prawostronng funkcji f w punkcie xy i ozna-
czamy przez f’ (xo).

Jezeli funkcja f jest okreslona w pewnym przedziale [z9 — a, 2], gdzie a > 0
oraz istnieje granica ilorazu réznicowego

lim f(xo+h) — f(zo)
h—0— h

)

to t¢ granicg nazywamy pochodnq lewostronng funkcji f w punkcie x i oznaczamy
przez f! (o).

Jak stuchacze si¢ domyslaja, funkcja f okreslona w otoczeniu punktu g ma w
tym punkcie pochodng doktadnie wtedy, gdy ma w tym punkcie pochodng prawo-
stronng oraz pochodna lewostronna i obie te pochodne sa réwne f'(zg).

1.2 Interpretacje

Zwykle podaje si¢ nastgpujace dwie interpretacje pojecia pochodnej funkcji w
punkcie: interpretacje geometryczngq oraz interpretacje mechaniczng. Pierwsza z
tych interpretacji zachowuje wazno$¢ dla dowolnych funkcji, druga jest wtasciwie
wykorzystaniem zjawisk fizycznych, ktére opisujemy przy uzyciu pochodnych.

1.2.1 Interpretacja geometryczna: wyznaczanie stycznej do krzywej

Jak juz wspomnieliSmy, iloraz réznicowy w funkcji f(x) w punkcie

xo dla przyrostu h jest réwny tangensowi nachylenia siecznej do krzywej y =
f(z) w punktach (z9, f(x0)) oraz (xo + h, f(xzo + h)). Dla réznych wartosci h
otrzymamy rézne takie sieczne, przechodzace przez punkt (xg, f(xo)). Gdy h dazy
do 0, to punkt (xo+ h, f(xo+h)) przybliza sig do punktu (zg, f(xo)). Tak wigc, w
tym przypadku ,,graniczna sieczna” jest styczng do krzywej y = f(z) w punkcie
(20, f(20))-

Jezeli funkcja f ma pochodna w punkcie xg, to styczng do krzywej y = f(x)
w punkcie (xg, f(xq)) jest prosta o wspétczynniku kierunkowym f’(z), przecho-
dzaca przez punkt (xo, f(x0)).

Tak wigc, réwnaniem stycznej do krzywej y = f(z) w punkcie (zo, f(z0))
(rézniczkowalnej w punkcie xq) jest:

y = f'(w0) - (x — o) + f(x0).
Réwnaniem normalnej do krzywej y = f(x) w punkcie (xo, f(xo)) jest (przy za-
tozeniu, ze 0 # | f'(zg)| < o0):
1
YT T (o)

(z —x0) + f(x0).



1.2.2 Interpretacja mechaniczna: ustalanie predkosci chwilowej

Wyobrazmy sobie punkt poruszajacy si¢ po osi liczbowej R w ten sposéb, ze w
chwili ¢ jego potozenie okresla funkcja x(t). Rozwazymy dwa przypadki.
POLOZENIE JEST LINIOWA FUNKCJA CZASU. To bardzo prosty pojgciowo przy-
padek: x(t) = v - t + w. Wtedy przyrostowi czasu h = /At odpowiada przyrost
drogi: Az = x(t +to) — z(tp) =v - (t +to) + w — v - tp — w = v - h. Stosunek
przyrostu drogi do przyrostu czasu jest wtedy réwny:

Az x(t+1to) —x(to) v-h

_— = = =

At h h ’
czyli jest wielkoS$cig stata. Wtedy stosunek ten nazywamy predkosciq ruchu punktu.

POLOZENIE JEST DOWOLNA FUNKCJA CZASU. Przypusémy z kolei, ze x(t) jest
catkiem dowolna funkcja czasu. Nie ma wtedy zadnego powodu, aby iloraz r6zni-

cowy % = w funkcji z(t) w punkcie ¢y dla przyrostu h byt wielkosScia
stata, albowiem moze on istotnie zaleze¢ od przyrostu At = h. Wartos$¢ tego ilo-
razu nazywamy sredniq predkosciq w punkcie (chwili) ¢y dla przyrostu /At. Roz-
wazenie mozliwosci przejScia do granicy Sredniej predkosci przy przyroscie At
dazacym do zera (przy zatozeniu, ze granica ta istnieje) byto jednym z przetomo-
wych momentéw w fizyce. Zauwazmy, ze granica ta (o ile istnieje) zalezy tylko od
to. Jak juz wiemy, granica ta jest réwna pochodnej funkcji = (zaleznej od czasu t)
w punkcie tg. Nazywamy ja predkosciq chwilowq w chwili tg i zwykle oznaczamy
przez v(tp). Mamy zatem:
, AV
olto) = lto) = Sy A

Goraco zachgcamy stuchaczy do chwili refleksji nad tym odwaznym krokiem w
opisie rzeczywistosci fizycznej.

1.2.3 Przyklady ekonomiczne

Jest rzecza tajemnicza (przynajmniej dla piszacego te stowa), ze zastosowania po-

chodnych do probleméw ekonomicznych uwaza si¢ doS¢ powszechnie za wielce

praktyczne. Pieniadze sa przeciez bytami fikcyjnymi, ich istnienie jest czysto umow-
ne. Ponadto, ludzkie zachowania zwigzane z tymi fikcyjnymi bytami czesto nie

daja si¢ ujaé w precyzyjnie sformutowane reguty.

1. Koszt kraricowy. Niech f : R, — R, bedzie funkcja opisujaca zaleznosé
kosztow od wielkosci produkcji . Wtedy iloraz réznicowy
Ay flxo+ Ax) — f(xo)

(%) Ax Ax




oznacza przecigtny koszt wytworzenia jednostki produktu, jesli zwigkszymy
produkcje o Az jednostek, uwazajac produkcje w wysokosci xg za wyj-
Sciowa (Piszczata 1993, strona 80, zamieniliSmy numer wzoru na (%)). W
podreczniku Piszczata 1993 dalej na tej stronie czytamy:

Tym samym wigc iloraz (%) okresla, w jakim stopniu funkcja
kosztow f jest czuta na przyrost produkcji «. Jednak ocena wzo-
rem (%) reakcji funkcji f na przyrost produkcji daje poglad tylko
na przecigtna predkosS¢ zmiany wartosci tej funkcji w przedziale
[0, 2o + Az]. Charakterystyka predkosci zmian funkcji f wzo-
rem (¥ ) nie jest wigc precyzyjna. Doktadng charakterystyke pred-
koSci zmian funkcji kosztéw otrzymujemy wtedy, gdy w ilorazie
(%) przejdziemy do granicy przy Az — 0. Granice

lim f(zo + Ax) — f(zo)
Az—0 Ax

= f'(wo)

nazywamy kosztem kraricowym funkcji f w punkcie xg. Koszt
kraficowy jest miara predkosci zmiany wartosci funkcji f w punk-
cie xp.

Trzeba oczywiScie pamigtaé, ze tego typu propozycje sa pewnymi idealiza-
cjami, jak zawsze, gdy mamy do czynienia z zastosowaniami matematyki w
badaniach empirycznych. Takie idealizacje sg jednak niezbedne, co pokazuje
rozwdj nauki co najmniej od czaséw Galileusza 1 Newtona.

. Elastycznos¢ funkcji. Niech f : Ry — R bedzie funkcja opisujaca jakas
zalezno$¢ ekonomiczna (np. zalezno$¢ kosztu od wielkosSci produkcji, zalez-
nos$¢ popytu od ceny, zalezno$¢ popytu od dochodu). Elastycznosciq prze-
cigtng funkcji f w przedziale [xo, xo + Az (gdzie o > 0, Az > 0) nazy-

wamy stosunek przyrostu wzglgdnego wartosci funkcji do przyrostu wzgled-
f(@otAz)—f(z0)

F(z0) oraz

nego jej argumentu, czyli utamek o liczniku réwnym
mianowniku réwnym ﬁ—f. Proste dziatania na utamkach pokazuja, ze stosu-
nek ten jest réwny:

f(zo+ Ax) — f(zo) 0o

Az f(zo)
Elastycznosciq funkcji f w punkcie o nazywamy granice:

lim f(‘/lj() + ALU) - f(xO) . Zo _ fl(xO) .

Az—0 ANz f(x())

Zo

(z0)’

S~



ktéra oznaczmy np. przez Ey(xg). Tak wiec, elastycznoscia funkcji f w
punkcie g jest wartos¢ funkcji E¢(z) = f'(x) - ﬁ w punkcie xg.

Mozna z tatwoscig udowodni¢ (zachgcamy stuchaczy do zmierzenia si¢ z
tym wyzwaniem), ze jesli przyrostowi zmiennej niezaleznej funkcji f o p%
odpowiada przyrost wartosci tej funkcji o g%, to g jest w przyblizeniu (czyli
dla dostatecznie matych przyrostéw zmiennej niezaleznej) réwne p - Ef(x).
W podreczniku Piszczata 1993 na stronie 82 czytamy:

Z doswiadczenia wiadomo, ze zmiany ceny i popytu maja nie
tylko kierunki przeciwne, ale ponadto zmiana ceny w réznym
stopniu wptywa na zmian¢ popytu. Podwyzszenie cen towaréw
pierwszej potrzeby nie ma wigkszego wplywu na zmniejszenie
popytu, natomiast nieznaczne podwyzszenie cen artykuléw luk-
susowych moze spowodowac duze ograniczenie ich popytu. Wy-
nika wigc z tego, Zze mozna klasyfikowaé towary, obserwujac jak
reaguje ich popyt na zmiany ceny.

3. Trend logistyczny. W podreczniku Piszczata 1993 na stronie 89 czytamy:

Rozwdj niektérych wielkoSci w czasie charakteryzuje si¢ nastg-
pujaca tendencja: z poczatku wielko$¢ ta szybko roénie, jednak po
osiagnigciu pewnego poziomu predkoS¢ wzrostu jest coraz stab-
sza, po czym nastgpuje stabilizacja tej wielkoSci. Taka tendencje
obserwuje si¢ badajac na przyktad popyt na nowo wprowadzone
na rynek dobra trwatego uzytku (telewizory, samochody), przy
statosci ogélnych warunkéw ekonomicznych. Do opisu zjawiska,
ktére rozwija si¢ zgodnie z taka tendencja, moze stuzy¢ krzywa
logistyczna, okre§lona wzorem

f(t) = 1=+, gdzie a, b,c > 0.
Na wyktadzie w przysztym tygodniu zbadamy przebieg zmiennosci tej funk-
cji, czyli okreSlimy jej dziedzing, zbadamy czy funkcja przyjmuje warto-
Sci ekstremalne (minima i maksima lokalne), zbadamy jej monotonicznosé
(asymptoty, wypuktos$¢ i wklgstos¢é w okreslonych przedziatach, punkt prze-
gigcia). Widoczna stanie si¢ wtedy rola parametréw a, b oraz c. Bedziemy
takze mogli naszkicowaé wykres tej funkcji. Omawiana funkcja jest funkcja
ztozona, wigc obliczanie jej pochodnej podlega regutom, o ktérych powiemy
za chwile.



Dos¢ powszechnie uwaza sig, ze dobre gospodarowanie zaktada maksymaliza-
cje zysku. Pomijajac rézne zlozone uwarunkowania tej drapieznej maksymy, po-
wiedzmy w tym miejscu jedynie, ze — skoro zysk traktujemy jako réznicg migdzy
dochodem ze sprzedazy a poniesionymi kosztami produkcji — to pytanie o maksy-
malizacj¢ zysku jest pytaniem, kiedy ta réznica przyjmuje warto§¢ maksymalna.
Na nastgpnym wykltadzie pokazemy, ze odpowiedZ na tak postawione pytanie uzy-
skujemy badajac pochodne rozwazanych funkcji (ustalajac, kiedy funkcja ma eks-
tremum lokalne).

2 Reguly obliczania pochodnych

Podamy teraz wybrane reguty obliczania pochodnych funkcji oraz fakty dotyczace
dziatan arytmetycznych na pochodnych. Dowody odno$nych twierdzen znajda stu-
chacze np. w podrgczniku Musielak, Musielak 2004, na stronach 23-30 (prosze
zauwazyc¢, ze teraz korzystamy z czesci 2 tomu I tego podrecznika).

1. Zalézmy, ze funkcje f i g sa okreslone w pewnym otoczeniu punktu x( oraz
ze sa rozniczkowalne w tym punkcie. Wtedy rézniczkowalne w tym punkcie
sa rowniez funkcje: f + g, f — g, f - g, ¢ f (dla c € R). Zachodza wzory:

(f +9)'(z0) = ['(20) + ¢ (x0)

(f = 9)'(z0) = ['(0) — ¢ (x0)

(f - 9) (z0) = ['(x0) - g(z0) + f(20) - ¢’ (20)
(c- f)(zo) = ¢ f'(x0).

Ponadto, jesli ¢'(zo) # 0, to funkcja 5 réwniez jest r6zniczkowalna w punk-

cie xg oraz: (g)’(:co) = f,(xo)'g(f;’();)])c)(fo)'g/(x(’). W szczegblnosci, przy tych
zatoeniach: (1)'(wo) = — 415,

2. Zat6zmy, ze funkcja g jest r6zniczkowalna w punkcie x(, natomiast funkcja
f jest r6zniczkowalna w punkcie uy = g(z¢). Wtedy funkcja ztozona f o g
jest rézniczkowalna w punkcie x( oraz zachodzi:

(f ©9)'(z0) = f'(9(z0)) - 4 (w0)-

Pamigtamy, ze (f o g)(z) = f(g(x)). Funkcje f nazywamy funkcja ze-
wnetrzng ztozenia f o g, za$ funkcj¢ g funkcja wewnetrzng tego ztozenia.
Jesli stosujemy zapis: y = f(u), u = g(x), to w notacji Leibniza mozemy
zapisaé powyzszy wzOr nastgpujaco:

dy _dy du

de  du dx’

8



Nalezy jednak pamigtaé o zastrzezeniach dotyczacych rozumienia notacji
Leibniza.

3. Zalt6zmy, ze f jest ciagla i monotoniczna w pewnym otoczeniu punktu xg
oraz rézniczkowalna w . Niech ponadto f'(xg) # 0. Wtedy funkcja f~!
odwrotna do funkcji f réwniez jest r6zniczkowalna w punkcie yo = f(xo)

oraz zachodzi: 1

f'(@o)

Dla przyktadu, udowodnimy wzdr dotyczacy obliczania pochodnej iloczynu
funkcji w punkcie xg, czyli wzér: (f - g)'(xo) = f'(z0) - g(x0) + f(x0) - ¢’ (x0)-
Zauwazmy najpierw, ze (co bedzie potrzebne w dalszych rachunkach): jesli g jest
rézniczkowalna w punkcie xg, to g jest ciagta w punkcie g, czyli }lLin% g(xo+h) =

%

(f71) (o) =

g(zp). Mamy:
(f'g)(mo+h})1—(f'g)(wo) —

lim
h—0
lim
h—0
lim (LECHH=IE0) gy 1) 4 f () - oth)=slon)

- f(@wot+h)—f(zo) | : . 9(mo+h)—g(@o) \ _
Jim (L) (4 1)) 4 Jim () - S0t aton)
f(xo+hlz*f(mo)

f($0+h)'9(10+h)*f(:vo)-g(wo+hh)+f(wo)'9($0+h)*f(zo)'g(xo) _

i - lim $@oth)—g(zo)y _
lim lim g(zo + h) + f(zo) - lim 3 )

f'(xo) - g(zo) + f(20) - ¢ (20).

Rozwazmy przyktady czysto rachunkowe, wykorzystujace powyzej wprowa-
dzone reguty.
PRZYKELADY.

1. Pochodna funkcji wielomianowej. Pochodng funkcji wielomianowej
f@)=ap-2"+a1- 2" 1+ ... +an1-z+an
jest funkcja wielomianowa
fl@y=n-ap-2" '+ (n—1)-a1-2" 2+ ...+ay_1.

2. Pochodne funkcji trygonometrycznych. Wiemy juz, ze (sinx) = cos x oraz

(cosz)’ = — sin x. Mamy ponadto:

(@ Dlaz # 5 +n-7(n€Z):

sinzx ., 1

(tgz) = ( ) =

cos x cos? x




(b) Dlaz #n-w(n € Z):

cosx ., 1

sinz sin?

(ctg z)' = (

3. Pochodna funkcji ztozonej. Obliczymy np. pochodnag funkcji f(z) = Vot + 1
w punkcie 9 = 1. Funkcja f jest ztozeniem funkcji g(z) = +/z oraz

h(z) = Vat + 1:
f(@) = (goh)(z) = g(h(z)) = g(z* + 1) = Vat + L.

Mamy: ¢'(z) = ﬁ oraz h'(x) = 4 - 3. Tak wiec:

)= (00 () = /(b)) - W) = o =

Dla zg = 1 mamy: f/(1) = \/% = % = V2.

4. Pochodna funkcji odwrotnej. Niech f(x) = log, x, gdzie x > 0, a > 0,
a # 1. Poniewaz funkcja logarytmiczna log, = jest funkcja odwrotng do
funkcji wyktadniczej a”, wigc:

1 1

1 "= = .
(log, ) (a*)  xz-Ilna

W szczeg6lnosci: (Inz)’ = 1.
Zachgcamy stuchaczy do samodzielnego wykazania, ze pochodna funkcji zto-
zonej, opisujacej omawiany wyzej trend logistyczny, czyli funkcji f(t) =
gdzie a, b, c > 0, jest réwna:

__a
1+b.€—c-t ’

a-b-c-e ¢t

0= g e

Z pewnych wzoréw na obliczanie pochodnych korzysta si¢ bardzo czgsto. Na-
leza do takich wzoréw np. nastgpujace (czg$¢ z nich uzasadniono powyzej, pozo-
stale moga stuchacze uzasadnié¢ samodzielnie, w ramach treningu intelektualnego):
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n- vt

N

1y _ 1
6 (Tﬁ)/ n- Vant
7. (sinz) = cosz
8. (cosx) = —sinx

1

9. (tg x)l cos?x
10. (ctgx) = —Sinl%
1. (a®) =a”-Ina
12. (e*) = e
13. (log, ) = —4—
14. (lnz)' =1
15. (z*) (Inz +1)

16. (Iny/1E2) = 1}362

3 Pochodne wyzszych rzedow

Zatozymy sig, ze sluchacze zadali juz sobie w myslach pytanie: czy proces r6z-
niczkowania mozna iterowad, czyli oblicza¢ pochodng pochodnej funkcji w danym
punkcie? Przy jakich zatozeniach mozna to uczynic¢? Jaki jest sens takiej proce-
dury, czyli jakie informacje o funkcji wyjSciowej uzyskujemy, badajac pochodna
jej pochodnej?

Zalézmy, ze funkcja f jest okreslona i rézniczkowalna w pewnym otoczeniu
punktu xq. Jezeli jej pochodna f’ ma pochodna w punkcie g, to t¢ pochodna
nazywa si¢ drugq pochodnq (pochodnq drugzego rzedu) funkcji f w punkcie xg i
oznacza przez f”(xo). Inne oznaczenie to: 7 J; (z0).

Przyjmujac, ze pochodna rzgdu zerowego funkcji f to sama funkcja f, mozna
— postugujac si¢ definiowaniem przez indukcj¢ — okresli¢ pochodne n-tego rzedu
w sposOb nastepujacy.

Zatézmy, ze funkcja f jest okreslona i ma pochodna f(*~Y rzedu n — 1 (gdzie
n > 1) w pewnym otoczeniu punktu zo. Jezeli funkcja f("~1) ma pochodna w
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punkcie xg, to nazywamy ja n-tq pochodnq (pochodnq rzgdu n) funkcji f w punk-
cie o i oznaczamy przez f(™)(z(). Inne oznaczenie: o (z0).
PRZYKLADY.

1. Pochodna wielomianu. Niech np. f(x) =7-2%+5-2% —4 -2+ 11. Mamy
wtedy kolejno:
fl(x)=21-22+10-2—4
F(2) =42 2+ 10
fO(x) = 42
f®(z) =0 = f™(z) dla wszystkich n > 4.

2. Spadek swobodny. Rozwazmy spadek swobodny punktu materialnego pod
wplywem przyspieszenia ziemskiego g. Jak pamigtamy ze szkoty, droga prze-
byta przez ten punkt w czasie t wyraza si¢ wzorem f(t) = % - g - t2. Pred-
ko$¢ spadania (czyli pochodna tej funkcji) wyznaczona jest zatem wzorem
v(t) = f'(t) = g-t. Zmiana tej predkosci w czasie, czyli przyspieszenie jest
pochodna predkosci spadania, a wigc druga pochodng drogi przebytej w da-
nym czasie: a(t) = v'(t) = f”(t). Zrachunku wynika, ze a(t) = (g-t)’ = g,
czyli to przyspieszenie jest state.

3. Sinus i cosinus. Wiemy juz, ze (sinx) = cosx oraz (cosz) = —sinz.
Mamy zatem:

(@) (sinz)” = (cosz)' = —sinx
(b) (cosz)’ = (—sinz) = —cosx

Zachgcamy stuchaczy do samodzielnego policzenia n-tych pochodnych funk-
cji sinus i cosinus.

Bez wnikania w szczeg6ty (ktére zainteresowani stuchacze znajda np. w pod-
reczniku Musielak, Musielak 2004, na stronach 66—-69, Tom I, czg$¢ 2) wyliczymy
jedynie kilka wiasnosci pochodnych n-tego rzedu:

WYBRANE WEASNOSCI.

1. Zatézmy, ze funkcje f oraz g sa okreslone w pewnym otoczeniu punktu zg i
maja skoriczone pochodne £ (o) i g™ (z0). Wtedy funkcje f + g, f — g,
c¢- f (dla ¢ € R) réwniez maja skoficzone pochodne w punkcie x oraz:

(f +9) " (xo) = F™ (w0) + g™ (w0)
(f = 9) " (xo) = f™) (wg) — g (20)
(¢ )M () = c- fM)(x0).
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2. Wzor Leibniza. Zat6zmy, ze funkcje f oraz g sa okre§lone w pewnym oto-
czeniu punktu z( i maja skoficzone pochodne f(™(zg) i ¢(™ (zp). Wtedy
funkcja f - g réwniez ma skoriczona pochodng w punkcie x oraz:

(F - 9) (@) = 3 (7) - P () - g (o).

Jak zapewne domysSlaja si¢ stuchacze, wzér Leibniza mozna udowodnié, postu-
gujac si¢ zasada indukcji matematycznej. Goraco zachgcamy do wykonania tego
¢wiczenia intelektualnego. Zachgcam réwniez do zadumy nad faktem, ze — z czy-
sto formalnego punktu widzenia — wzor ten kojarzy si¢ z wzorem dwumianowym
Newtona. Jakaz moze by¢ tego przyczyna?

4 Dodatek: rozniczkowanie ciagow i szeregéw funkcyjnych

Naturalne jest pytanie: czy (przy jakich zatozeniach) z tego, ze ciag (f,) funk-
cji rézniczkowalnych jest zbiezny do funkcji f wynika, ze ciag ich pochodnych
jest zbiezny do pochodnej funkcji f. Podobne pytanie zada¢ mozna dla szeregéw
funkcyjnych. Ograniczymy si¢ jedynie do przytoczenia sformutowan trzech twier-
dzen, ustalajacych odpowiedzi na te pytania. Ich dowody (korzystajace z pewnych
twierdzen, ktére sformutujemy za tydzien, ale nieco wykraczajace poza zakres ni-
niejszego ustugowego kursu) znajda zainteresowani stuchacze np. w podreczniku
Musielak, Musielak 2004, na stronach 48-56, Tom I, cze$¢ 2.

1. Zat6zmy, ze w przedziale wtasciwym (a, b) okreslony jest ciag funkcji (f,,),
takich, ze:

(a) ciag (fn(x0)) jest zbiezny dla pewnego xg € (a, b)
(b) funkcje f,, sa rézniczkowalne w (a, b)
(c) ciag pochodnych (f},) jest jednostajnie zbiezny do funkcji g w (a, b).
Witedy: ciag (f,,) jest jednostajnie zbiezny w (a, b), funkcja f(x) = lim f,(z)
n—oo
jest rézniczkowalna w (a,b) oraz f'(z) = g(x) dlax € (a,b).
2. Zatézmy, ze w przedziale wtasciwym (a, b) okreslony jest ciag funkcji (f,,),

takich, ze:

o0
(a) szereg Y fn(zo) jest zbiezny dla pewnego xg € (a,b)

n=0

(b) funkcje f,, sa rézniczkowalne w (a, b)
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o
(c) szereg pochodnych > f/(z) jest jednostajnie zbiezny do sumy g(z)
n=0
w (a,b).

[e.e]
Wtedy: szereg > fn(z) jest jednostajnie zbiezny w (a, b), funkcja f(z) =
n=0
o0
> fn(z)jest rézniczkowalna w (a, b) oraz f'(z) = g(z) dlax € (a,b).
n=0

oo
3. Szereg potggowy > a, - " ma wewnatrz swojego przedziatu zbieznosci
n=0

o0
(—R, R) (gdzie R > 0) pochodna ( " a, - ™)', przy czym zachodzi r6w-
n=0
nos¢:
oo oo
(Y an-2") = n-ap-x"!
n=0 n=1

oo
dla wszystkich |z| < R. Promieniem zbieznosci szeregu Y n - ap - 2"~
n=1

1

jest R.

S Zacheta do refleksji

1. Jak rozumiesz stwierdzenie: stopa bezrobocia rosnie coraz szybciej?

2. Dlaczego parasol skutecznie chroni przed deszczem? Przeciez krople wody
spadaja ze znacznej wysokosci, ponadto robig si¢ coraz wigksze podczas
swojego lotu.

3. Jaki jest sens fizyczny wyzszych pochodnych (np. dla funkcji opisujacej za-
leznos¢ przebytej drogi od czasu)? Czy potrafimy zwerbalizowac (po polsku,
angielsku, japorisku, kaszubsku, itd.) jaki jest sens fizyczny np. siédmej po-
chodnej funkcji opisujacej zaleznos¢ przebytej drogi od czasu?

4. Czy do méwienia o r6zniczkowalno$ci funkcji konieczne jest zatozenie ak-
sjomatu ciaglosci?

5. Wspomniano, ze istnieja funkcje, ktére nie maja pochodnej w zadnym punk-
cie. Jak wyglada wykres takiej funkcji?

6. Czy rézniczkowanie jest procesem algorytmicznym?
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6 Podsumowanie
To, co nalezy zapamigtaé z niniejszego wyktadu:

1. Pochodna funkcji w punkcie. Pochodna funkcji.

2. Reguly obliczania pochodnych: pochodna funkcji ztozonej, pochodna funk-
cji odwrotnej, pochodna iloczynu i ilorazu funkcji.

3. Pochodne wyzszych rzedow.
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