MATEMATYCZNE PODSTAWY KOGNITYWISTYKI

Z.ALICZENIE WYKLADU: 29.1.2020

KOGNITYWISTYKA UAM, 2019-2020

Imie i nazwisko: . .................. LEWA MROWECZKA

1. [2 punkty] Podaj definicj¢ warunku przechodnios$ci relacji R w zbiorze X. Po-
daj przyktad relacji na liczbach rzeczywistych, ktora nie jest przechodnia.

2. [2 punkty] Niech A = {8,10,16}, B = {23,32, 4%}, C' = {6,8,10, 12, 14, 16},
D = {6,8,9,10, 12,14, 16}. ZnajdZ elementy minimalne i maksymalne wzgle-
dem inkluzji wtasciwej C w rodzinie zbioréw {A, B, C, D}. Czy rodzina ta ma
element najwigkszy i najmniejszy wzgledem inkluzji C?

3. [3 punkty] Pokaz, podajac kontrprzyktad, ze nie jest prawem rachunku zbioréw:

(ANC)— (BUC) = (BUC) — (ANC)

4. [3 punkty] Oblicz pochodna funkcji:
1 —sin(z)

f(x) =

cos(x)

5. [5 punktéw] Wybierz dokladnie jedna z podanych propozycji i przeprowadz
dowdd:

1. Udowodnij LEMAT KONIGA: jesli drzewo D = (X, R, x) rzgdu skonczo-
nego jest nieskonczone, to ma gataZ nieskonczona.

2. Udowodnij przez indukcje matematyczna: (1+ %)" = 1+ 3, dla wszystkich
n > 1.

JERZY POGONOWSKI
Zaklad Logiki i Kognitywistyki UAM
pogon@amu.edu.pl



MATEMATYCZNE PODSTAWY KOGNITYWISTYKI

Z.ALICZENIE WYKLADU: 29.1.2020

KOGNITYWISTYKA UAM, 2019-2020

Imie i nazwisko: .................. PRAWA MROWECZKA

1. [2 punkty] Podaj definicj¢ warunku spdjnosci relacji R w zbiorze X. Podaj
przyktad relacji na liczbach rzeczywistych, ktéra nie jest spojna.

2. [2 punkty] Niech A = {5,6,7,15,16,27,36}, B = {6,7, 15,16, 26,27, 36},
C = {6,7,42,27,36}, D = {2, 3% 6°}. ZnajdZz elementy minimalne i maksy-
malne wzglgdem inkluzji wtasciwej C w rodzinie zbioréw {A, B,C, D}. Czy
rodzina ta ma element najwigkszy i najmniejszy wzgledem inkluzji C?

3. [3 punkty] Pokaz, podajac kontrprzyktad, ze nie jest prawem rachunku zbiorow:

(AUC)— (BNC)=(BNC) - (AUC)

4. [3 punkty] Oblicz pochodna funkcji:
_ sin(z) — 1

fz) =

cos(x)

5. [5 punktéw] Wybierz dokladnie jedna z podanych propozycji i przeprowadz
dowdd:

1. Udowodnij TWIERDZENIE CANTORA: zaden zbidr nie jest rGwnoliczny z
rodzing wszystkich swoich podzbioréw.

2. Udowodnij przez indukcje matematyczna: (1+ %)" = 1+ %, dla wszystkich
n > 1.
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ROZWIAZANIA

LEWA MROWECZKA

1. Relacja R € X x X jest przechodnia w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy
dla dowolnych x € X,y € X oraz z € X: jeSli xRy oraz yRz, to zRz.

W zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych R istnieje nieskoriczenie wiele re-
lacji, ktére nie sa przechodnie. Taka jest np. relacja: x Ry wtedy i tylko wtedy, gdy
T = y2. Mamy bowiem np.: 4 R2, 2R+\/2, ale nie zachodzi 4R+/2.

2. Poréwnujac zbiory A, B, C oraz D widzimy, ze: B C D, A C C,C C D, a
wigc takze A C D. Ponadto, nie zachodzi ani A C B ani B C A. A zatem: D jest
elementem najwigkszym rozwazanej rodziny (bo wszystkie pozostate elementy
rodziny sa w nim zawarte), a wigc takze maksymalnym (czyli nie istnieje w tej
rodzinie zbiér go zawierajacy), natomiast A i B sa réznymi (nieporéwnywalnymi
wzgledem inkluzji) elementami minimalnymi tej rodziny (bo nie istnieje w tej
rodzinie zbiér zawarty w A lub zawarty w B), czyli w rozwazanej rodzinie nie
istnieje element najmniejszy wzgledem inkluzji (poniewaz nie ma w tej rodzinie
zbioru, ktéry bylby zawarty we wszystkich pozostatych).

3. Zadanie mozna rozwigzaé bardzo prosto, zauwazajac, ze podana réwnos¢ jest
postaci X —Y =Y — X (gdzie X = ANC orazY = BUC(C). Jesli przyjmiemy
np. X = {1,2},aY = {2,3},to X — Y = {1} oraz Y — X = {3}, a zatem
podana réwnos$¢ nie jest prawem rachunku zbioréw.

Mozna tez narysowaé diagram Venna dla trzech zbioréw, umieszczajac jakies
elementy w kazdej sktadowej i policzyé, czemu réwna jest lewa i prawa strona
rozwazanej rownosci.

W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:



A=1{1,2,4,5}, B=1{2,3,5,6},C ={4,5,6,7}

ANC ={4,5}

BUC ={2,3,4,5,6,7}

(ANC)—(BUC) =1

(BUC)—(ANC)=1{2,3,6,7}.

Widzimy zatem, ze podane wyzej zbiory A, B i C' nie spetniaja badanej réw-
nosci, a wigc nie jest ona prawem rachunku zbioréw.

4. Pochodng funkcji f(z) = 1=sinl@) obliczamy, korzystajac ze wzoru na po-

cos(x)
chodng ilorazu funkcji:

f(x) = (o) =
(1—sin(z))’-cos(z)—(1—sin(x))-(cos(z))’
cos?(x)

(— cos(z))-cos(xz)—(1—sin(z))-(— sin(z)) _
cos?(x)
— cos?(z)+(sin(z) —sin?(z)) _
cos?(z)
sin(z)—(sin? (x)+cos?(z))
cos?(x)
sin(z)—1
cos?(x)

5.1. LEMAT KONIGA. Jesli drzewo D = (X, R, xq) rzedu skoriczonego jest nie-
skoriczone, to ma gatq? nieskoriczongq.

DOWwOD. Przypusémy, ze D jest nieskonczone. Zdefiniujemy gataz nieskonczona
{z9, 1, x2,...} w D przez indukcj¢ matematyczna.

Element x (czyli korzen drzewa D) jest pierwszym elementem konstruowane;j
galezi. Poniewaz D jest nieskoniczone, wigc xp ma nieskonczenie wiele
R-nastgpnikéw. Element xy nalezy do zerowego poziomu drzewa D. Poniewaz
D jest drzewem rzgdu skoniczonego, wigc xy ma jedynie skoriczenie wiele bez-
posrednich R-nastgpnikéw, a zatem ktory$ z nich (mozliwe, ze kilka z nich) ma
nieskonczenie wiele R-nastepnikow. Za x; wybieramy wigc jeden z owych bez-
posrednich nastgpnikéw elementu z(, ktéry sam ma nieskoiczenie wiele [2-nas-
tepnikéw. Wtedy oczywiscie x1 nalezy do pierwszego poziomu drzewa D.

Przypusémy, ze xq, x1, 2, . . . , ¥, _1 zostaly zdefiniowane tak, ze x; nalezy do
i-tego poziomu drzewa D oraz z; ma nieskoficzenie wiele R-nastgpnikéw. Z zato-
zenia, x,—1 ma tylko skonczenie wiele bezposrednich R-nastgpnikow. Poniewaz
Zn—1 ma nieskonczenie wiele R-nastgpnikow, wigc co najmniej jeden z jego bez-
posrednich R-nastgpnikéw takze ma nieskoniczenie wiele R-nastgpnikéw. Wybie-
ramy wigc element z,, z n-tego poziomu drzewa D o tej wiasnie wlasnosci. Wtedy



2, ma nieskonczenie wiele R-nastepnikow. Poniewaz jest tak dla kazdego n, po-
kazaliSmy istnienie nieskoriczonej gatezi {x¢, x1, z, ...} w drzewie D.

5.2. To szczegdlny przypadek nieréwnosci Bernoulliego, ktérej dowdd przepro-
wadzono na wyktadzie. Dowdd tego, ze (1 + %)” >1+ % dla wszystkichn > 1
przebiega nastgpujaco.

Krok poczqtkowy. Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest 1. Poniewaz
(14 3)' > 1+ 3, wigc badana nier6wno$¢ zachodzi dla liczby 1.

Krok nastepnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne dla k& > 1: (1 + 3)* >
1+ £. Mamy udowodnié, ze przy tym zatozeniu zachodzi: (1 + 3)¥* > 1+ &L,

Poniewaz (1+3)"*! = (143)"-(1+3), wigc na mocy zatozenia indukcyjnego:
1+55(1+1) > (1+5)-(1+13). Obliczamy: (1+£)-(1+3) =1+ +5+L.
Poniewaz & > 0, wigc 1+ 2+ + 54+ 5> 1414 8 Alel+1+5 =145
Pokazalismy zatem, ze jesli (1 + £)" > 1+ %, to (1+3)M > 1+ &L

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej rozwazana nieréwnos¢é
zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n > 1.



ROZWIAZANIA

PRAWA MROWECZKA

1. Relacja R € X x X jest spdjna w zbiorze X wtedy i tylko wtedy, gdy dla
dowolnych z € X orazy € X: jesli x # y, to xRy lub y Rx.

W zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych R istnieje nieskonczenie wiele re-
lacji, ktére nie sa spéjne. Taka jest np. relacja: Ry wtedy i tylko wtedy, gdy
x = y?. Mamy bowiem np.: 2 # 3, ale nie zachodzi ani 2R3 ani 3R2 (poniewaz
2 # 32 oraz 3 # 22).

2. Poréwnujac zbiory A, B, C'i D widzimy, ze: D C C,C C B,C C A, a
wiec takze D C B oraz D C A. Ponadto, nie zachodzi ani A C B ani B C A.
A zatem: D jest elementem najmniejszym rozwazanej rodziny (poniewaz zawiera
si¢ we wszystkich pozostatych elementach), a wigc takze minimalnym (czyli nie
istnieje w tej rodzinie element w nim zawarty), natomiast A i B s3 r6znymi (nie-
poréwnywalnymi wzgledem inkluzji) elementami maksymalnymi tej rodziny (bo
nie ma w niej elementu zawierajacego A lub zawierajacego B), czyli w rozwaza-
nej rodzinie nie istnieje element najwigkszy wzgledem inkluzji (bo nie ma w niej
elementu zawierajacego wszystkie pozostate elementy).

3. Zadanie mozna rozwiazaé bardzo prosto, zauwazajac, ze podana rownos¢ jest
postaci X —Y =Y — X (gdzie X = AUC oraz Y = BN (). Jesli przyjmiemy
np. X = {1,2},aY = {2,3},to X — Y = {1} oraz Y — X = {3}, a zatem
podana réwnos$¢ nie jest prawem rachunku zbioréw.

Mozna tez narysowaé diagram Venna dla trzech zbioréw, umieszczajac jakies
elementy w kazdej sktadowej i policzy¢, czemu réwna jest lewa i prawa strona
rozwazanej rOwnosci.




W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:

A={1,2,4,5}, B={2,3,5,6},C = {4,5,6,7}

AuC ={1,2,4,5,6,7}

BNnC =1{5,6}

(AuC)—(BNC)={1,2,4,7}

(BNC)—(AuC) =10.

Widzimy zatem, ze podane wyzej zbiory A, B i C' nie spelniaja badanej réw-
nosci, a wigc nie jest ona prawem rachunku zbioréw.

4. Pochodng funkcji f(z) = Si?(f:()ggjl obliczamy, korzystajac ze wzoru na po-
chodng ilorazu funkcji:

/ _ ysin(z)—1y\s
f(x) —( cos(2) ) =
(sin(z)—1)"-cos(z)—(sin(z)—1)-(cos(x))’ _
cos?(x)
cos(w)-cos(z) —(sin(x)—1)-(=sin(z)) _
cos?(x)
cos?(x)+sin? (x)—sin(z) _
cos?(x)
1—sin(z)
cos?(z) *

5.1. TWIERDZENIE CANTORA. Zaden zbior nie jest réwnoliczny z rodzing wszyst-
kich swoich podzbiorow.

DOWOD. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Wezmy dowolny zbiér X i przy-
pusémy, ze X jest réwnoliczny z rodzina wszystkich swoich podzbioréw o(X).
Oznacza to, iz istnieje bijekcja f ze zbioru X na zbiér p(X ). Okreslmy nastepu-
jacy element rodziny p(X):

Xp={reX :z¢ f(x)}

Wtedy dla pewnego z; € X musiatoby by¢: f(zy) = Xy. Zapytajmy teraz: czy
S X f?

1. Jeslizp € Xp,tozpe{r e X : v ¢ f(v)},czylizy ¢ Xy.

2. Jeslizy ¢ Xpytoxy ¢ {x e X o ¢ f(z)},czylizy € {z € X
nieprawda, ze z ¢ f(x)} ={z € X : z € f(z)}, azatem zy € X;.

Otrzymujemy zatem, iz: zy € X, wtedy i tylko wtedy, gdy z; ¢ Xy, a to
jest sprzecznosé. Musimy zatem odrzucié przypuszczenie o istnieniu funkcji f.
W konsekwencji, nie istnieje bijekcja migdzy X oraz o(X), czyli X oraz p(X)
nie s rownoliczne.



5.2. To szczegdlny przypadek nieréwnosci Bernoulliego, ktérej dowdd przepro-
wadzono na wyktadzie. Dowdd tego, ze (1 + %)" > 1+ 3, dla wszystkichn > 1
przebiega nastgpujaco.

Krok poczqtkowy. Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest 1. Poniewaz
(1+ %)1 > 1+ é, wigc badana nieréwnos$¢ zachodzi dla liczby 1.

Krok nastgpnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne dla £ > 1: (1 +
I+2 k Mamy udowodnié, ze przy tym zatozeniu zachodzi: (1 + 1)’€+1 > 14 8L

Pon1ewaz(1—|— )l = (1+%)’“-(1+ ), wigc na mocy zatozenia indukcyjn go
(141 (1+ ) > (1+5). (1+ ). Obliczamy: (1+ )-(1+1 ) 1+i+84 L
Pomewaz—>0 Wl@Cl—l— —|—§“—i——>1+ —|—k Ale1+ +—:1+k§1
Pokazahsmy zatem, ze jeSli (1 +hE =142 to (1 —|— D)L > 1 + ’““

Konkluzja. Na mocy zasady indukql matematycznej rozwazana merownoéé
zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n > 1.



