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Matematyka jako nauka o strukturach

@ Zaréwno w samej matematyce, jak i w jej zastosowaniach w innych
naukach bada sie réznego rodzaju struktury. Sktadaja sie one z
pewnego uniwersum (zbioru obiektéw) oraz relacji i funkgji
okreslonych na tym uniwersum.

@ Uniwersa liczb (naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych)
wyposazone byty zaréwno w strukture porzadkowa, jak tez w strukture
wyznaczong przez dziatania arytmetyczne na liczbach: dodawanie,
odejmowanie, mnozenie, dzielenie, potegowanie, itd.

o Takze w rozwazaniach geometrycznych mowa jest o pewnych
strukturach: obiektami s3 np. punkty, proste, ptaszczyzny, odcinki,
okregi i wiele innych figur geometrycznych, miedzy ktérymi zachodza
rézne zaleznosci (podobienstwo, przystawanie, lezenie miedzy, itp.) i
dla ktérych okreslone sg funkcje, wyznaczajace np. ich wtasnosci
miarowe (dtugos¢, pole, objetos¢, odlegtosé, itp.).
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Opisy aksjomatyczne

@ Obecnie obowiazujacym standardem jest charakteryzowanie struktur
na sposéb aksjomatyczny. Polega on na przyjeciu pewnych zatozen o
badanych obiektach, relacjach, funkcjach, przy czym owe zatozenia
spetnia¢ musza okre$lone warunki, np.: nie moga by¢ wzajem
sprzeczne, powinny by¢ od siebie niezalezne, powinny by¢ — w jakims
sensie — oczywiste, naturalne.

o Cata reszta roboty dedukcyjnej matematyka polega na dowodzeniu
twierdzen o strukturach scharakteryzowanych wyjsciowymi
aksjomatami.

e Matematyka interesuja liczby wraz z operacjami na nich, ,gote” liczby
interesuja by¢ moze filozoféw.

@ Matematyk pytany o to, czym sa liczby danego rodzaju odpowie: s3
obiektami, ktére spetniaja zatozone o nich aksjomaty.
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Struktury relacyjne i algebry BTG

@ Przez strukture relacyjna rozumiemy uktad ztozony ze zbioru
(uniwersum struktury) oraz okreslonych na tym zbiorze relacji i funkcji.

@ Dla dowolnego zbioru A niech A* oznacza zbiér wszystkich
skonczonych poteg kartezjanskich zbioru A, czyli
A ={A A% A3 .}

Struktura relacyjna nazywamy dowolny uktad:
A= (A{r:iel},{fi:jeJ},{ax: ke K}), gdzie:
@ A jest zbiorem (uniwersum struktury, oznaczanym dom(A));
@ {rj: i € I} jest zbiorem relacji, z ktérych kazda jest okreslona na
jakims elemencie zbioru A*;
© {fj:j € J} jest zbiorem funkcji, z ktérych kazda dziata z jakiego$
elementu zbioru A* w zbiér A;

Q {ax: k € K} jest zbiorem elementéw (wyrdznionych) zbioru A.

Struktury o postaci (A, {f; : j € J},{ak : k € K}) nazywamy algebrami.
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SETR
Przyktady

@ Zbiér N liczb naturalnych wraz z operacjami dodawania i mnozenia,
uporzadkowany przez relacje mniejszosci.

@ Zbior Z liczb catkowitych wraz z operacjami dodawania, odejmowania
oraz mnozenia, uporzadkowany przez relacje mniejszosci.

@ Zbior Q liczb wymiernych wraz z operacjami dodawania, odejmowania,
mnozenia oraz dzielenia, uporzadkowany przez relacje mniejszosci.

@ Zbiér R liczb rzeczywistych wraz z operacjami dodawania,
odejmowania, mnozenia oraz dzielenia, uporzadkowany przez relacje
mniejszosci.

@ Zbiér wszystkich wielomianéw o wspétczynnikach rzeczywistych wraz z
operacjami dodawania i mnozenia wielomianéw.

@ Zbior wszystkich permutacji skonczonego zbioru X wraz z operacja
sktadania permutacji (rozumiang jako ztozenie funkcji).
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SETR
Przyktady

Niech A= {0,1,2}, a operacja @3 : A x A — A niech dla argumentéw x
oraz y daje wartos¢ réwng reszcie z dzielenia x + y przez 3, natomiast
operacja ®3 : A x A — A dla argumentéw x oraz y daje wartos$¢ réwna
reszcie z dzielenia x - y przez 3. Wtedy tabelki tych operacji wygladaja
nastepujaco:

@3|0]1]2 ®3|0]1]2
0 |0]1]2 0 |0|0]|O
1 (1]2]0 1 (012
2 201 2 |0(2]|1

@ Dla dowolnego zbioru X, uktad (p(X), <, U,N, X, 0) jest struktura
relacyjna.

@ Zbiér wartosci logicznych wraz z okreslonymi na nich funkcjami
prawdziwosciowymi jest struktura relacyjna.
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SIOISOTVAC ETVL RISl Wiasnosci dziatan

Niech (A, o) bedzie algebra z jednym dziataniem dwuargumentowym.
Powiemy, ze:
@ o jest przemienne, gdy x o y = y o x dla wszystkich x,y € A
@ o jest faczne, gdy x o (y 0 z) = (x o y) o z dla wszystkich x,y,z € A
O element e € A jest neutralny dla dziatania o, gdy xoe = eox = x dla
wszystkich x € A. Element neutralny dziatania nazywamy tez
modufem dziatania.
@ Powiemy, ze y jest elementem odwrotnym dla x (wzgledem o), gdy
Xoy=yox=e.

Niech (A, @, ®) bedzie algebra z dwiema operacjami dwuargumentowymi.
Powiemy, ze operacja ® jest wzgledem operacji @: lewostronnie rozdzielna,
gdy x®(y@z)=(x®y)® (y ® z), dla wszystkich x,y,z € A;
prawostronnie rozdzielna, gdy (y @ z) @ x = (y ® x) ® (z ® x), dla
wszystkich x, y,z € A; rozdzielna, gdy jest ona lewo- i prawostronnie
rozdzielna. )
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SIOISOTVAC ETVL RISl Wiasnosci dziatan

o Dodawanie i mnozenie liczb rzeczywistych sa dziataniami tacznymi i
przemiennymi. Mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania, ale
dodawanie nie jest rozdzielne wzgledem mnozenia.

@ Elementem neutralnym dodawania liczb rzeczywistych jest liczba 0,
elementem neutralnym mnozenia liczb rzeczywistych jest liczba 1.

@ Elementem odwrotnym dla liczby x wzgledem dodawania liczb
rzeczywistych jest liczba —x, elementem odwrotnym dla liczby x
réznej od 0 wzgledem mnozenia liczb rzeczywistych jest liczba %

@ Operacje sumy oraz iloczynu zbioréw sa dziataniami facznymi i
przemiennymi. Suma jest rozdzielna wzgledem iloczynu, iloczyn jest
rozdzielny wzgledem sumy.

e Operacja brania $redniej arytmetycznej (powiedzmy dwéch liczb
rzeczywistych) jest przemienna, ale nie jest faczna.

e Operacja dzielenia (powiedzmy, liczb rzeczywistych) jest prawostronnie
rozdzielna wzgledem dodawania, ale nie jest lewostronnie rozdzielna
wzgledem dodawania.
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Struktury relacyjne i algebry BTN

o Niech Ay = (A1, {r! :i € 1}) oraz Ay = (A, {r?: i € 1}) beda
strukturami relacyjnymi (czystymi) tego samego typu.

o Méwimy, ze Ay = (A, {r} : i € I}) jest podstruktura
A, = (Az, {r,-2 i €1}), gdy A1 C A, oraz dla kazdego i € | zachodzi:
r,-1 = r,? N A7, gdzie n; jest liczba argumentéw relacji r,-1 (a takze,

oczywiscie, relacji r?).

@ Jesli A; jest podstruktura Ay, to piszemy A; C As.

o Niech A; = (Al,{ij-l :j € J})oraz Ay = (Ag,{7§2 :j € J}) beda
algebrami tego samego typu.

o Moéwimy, ze A; jest podalgebra A, gdy A1 C Aj oraz A; jest
domkniety na wszystkie operacje f;, czyli gdy dla wszystkich
X1,...,Xn € Ay oraz wszystkich n-argumentowych operacji f;, mamy:
f}'(Xl, L 7Xn) € A;.
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R
Przyktady

@ Dodawanie i mnozenie liczb naturalnych daje w wyniku liczby
naturalne. Tak wiec, strukture (N, +, ) uwaza¢ mozemy za
podstrukture (podalgebre) struktury (R, +,-) liczb rzeczywistych z ich
dodawaniem oraz mnozeniem.

e Podobnie, strukture uporzadkowana (N, <) traktowa¢ mozemy jako
podstrukture struktury (R, <).

@ Rozwazmy zbiér wszystkich symetrii trojkata réwnobocznego. Ma on
sze$¢ elementéw: przeksztatcenie identycznosciowe (obrét o 0°), obrét
0 120°, obrét o 240° (oba wzgledem $rodka tréjkata) oraz trzy
symetrie wzgledem prostych zawierajacych wysokosci tego tréjkata.
Operacja na tym zbiorze jest sktadanie przeksztatcen. Podstruktura tej
struktury jest zbiér ztozony z przeksztatcenia identycznosciowego oraz
obu wspomnianych obrotéw, z operacja sktadania przeksztatcen.
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Struktury relacyjne i algebry [VIaiF4%

Niech Ay = (Ay, {r! s i€ I}, {f :j € J}) oraz

Ay = (A, {r?:iel}, {fj2 : j € J}) beda strukturami tego samego typu.
Méwimy, ze odwzorowanie f : Ay — A jest homomorfizmem A1 w Ao,
gdy dla wszystkich xi, ..., x, € A1 oraz wszystkich n argumentowych

relacji r,-1 oraz r,-2 i wszystkich n-argumentowych funkgji f}l oraz 15-2:

o f(f}l(xl, ceyXn)) = )5-2(f(x1), ooy F(xn))
@ jesli zachodzi r}(xi,...,x,), to zachodzi r?(f(x1),. .., f(xn)).

o Jesli f jest bijekcja, f jest homomorfizmem z A; w A oraz ! jest
homomorfizmem z A, w Aq, to f nazywamy izomorfizmem Ay oraz
As.

e Moéwimy, ze struktury A oraz B s3 izomorficzne, gdy istnieje

izomorfizm z A na B. Jesli A oraz B s3 izomorficzne, to piszemy
A =B.
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e
Przyktady

@ Na poprzednim wyktadzie pokazalismy, ze rodzina wszystkich
podzbioréw zbioru {1,2,3} uporzadkowana czeSciowo przez inkluzje
jest izomorficzna ze zbiorem liczb {1,2,3,5,6, 10, 15,30}
uporzadkowanym czesciowo przez relacje podzielnosci. |zomorfizm ten
to bijekcja f : p({1,2,3}) — {1,2,3,5,6,10, 15,30} okreslona
warunkami: f(0) =1, f({1}) =2, f({2}) =3, f({3}) =5,
f({1,2}) =6, f({1,3}) =10, f({2,3}) =15, f({1,2,3}) = 30.

@ Funkcja logarytmiczna log : R, — R jest homomorfizmem struktury
(R4, ) w strukture (R, +). Stuchacze pamietaja ze szkoty, ze
logarytm z iloczynu réwny jest sumie logarytmoéw:
log(x - y) = log x + log y.

e Funkgja identycznosciowa f(x) = x jest homomorfizmem (N, <, +, )
w (R, <, 4+, ). Struktury (N, <,+,-) oraz (R, <, +, ) nie s3 jednak
izomorficzne. Dlaczego?
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Struktury relacyjne i algebry Kongruencje

Niech A = (A, {r; : i € I},{f; : j € J}) bedzie struktura, a E relacja
réwnowaznosci na zbiorze A. Méwimy, ze E jest kongruencjg w strukturze
A, gdy dla wszystkich x, ..., x,, wszystkich yi,...,y,, wszystkich
n-argumentowych relacji r; oraz wszystkich n-argumentowych funkgji f;:

Q jesli x1Ey1, ..., xnEyn, to ri(xi, ..., x,) zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy zachodzi ri(y1,...,yn)
@ jesli xyEy1, ..., XxnEyn, to fi(x1, ..., xn)Efi(y1, ..., Yn).

e Najmniejsza (wzgledem inkluzji) kongruencja w strukturze A jest
relacja identycznosci na zbiorze dom(A), a najwieksza taka
kongruencja jest relacja petna w zbiorze dom(A).
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TGS
Przyktady

@ Na drugim wykfadzie wspomnielismy o relacji réwnowaznosci =,
okreslonej dla liczb catkowitych w sposéb nastepujacy: x =, y wtedy i
tylko wtedy, gdy x oraz y maja takie same reszty z dzielenia przez n.
Czesto uzywa sie notacji: x = y(mod n) i méwi, ze liczba x przystaje
do liczby y modulo n. Ta relacja jest kongruencja w strukturze
(Z,+, -) wszystkich liczb catkowitych z dziataniami dodawania i
mnozenia. tatwo sprawdzi¢, ze x =, y wtedy i tylko wtedy, gdy x — y
jest podzielna bez reszty przez n. Szczegélnie wazne s3 te relacje o
postaci =, gdzie p jest liczbg pierwsza.

@ Relacja réwnolicznosci zbioréw, okreslona w rodzinie wszystkich
podzbioréw dowolnego zbioru X jest kongruencja struktury

(p(X), U, ).
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SIOISOTVACETL CRIEIES Tl Struktury ilorazowe

Przypominamy, ze jesli E jest relacja réwnowaznosci na zbiorze A, to:

O [x]e ={y € A: xEy} (klasa abstrakcji elementu x wzgledem relacji E)
@ A/E = {[x]e : x € A} (zbiér ilorazowy zbioru A wzgledem relacji E).

Niech A = (A, {r; : i € I},{f; : j € J}) bedzie strukturg, a E kongruencja
na zbiorze A. Strukture ilorazowa A/E definiujemy w sposéb nastepujacy:
© AJE = (A/E{rf i€}, {ffjeJ})
@ dla kazdej n-argumentowej relacji r; definiujemy relacje r,-E:
rE([xe, - - -, [xn] ) wtedy i tylko wtedy, gdy ri(xi, .., Xn)
© dla kazdej n-argumentowej funkcji f; definiujemy funkcje £
fJ-'E([Xl]Ev ceey [Xn]E) = [fj_'(Xb cee 7Xn)]E

Poniewaz E jest kongruencja na A, wiec powyzsza definicja jest poprawna
(nie zalezy od wyboru elementéw z klas abstrakcji), co fatwo sprawdzi¢
rachunkiem.
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SIOISOTVACETL CRIEIES Tl Struktury ilorazowe
Przyktad

o W zbiorze 7Z/=, wszystkich klas abstrakcji oméwionej przed chwila
relacji réwnowaznosci =, gdzie p jest liczbg pierwsza, wprowadzi¢
mozemy dziatania arytmetyczne, wykorzystujac dziatania arytmetyczne
w zbiorze Z.

® Zauwazmy, ze Z/=, liczy doktadnie p elementéw. Jak juz
wspomniano, relacja =, jest kongruencja w strukturze (Z, +, -).
Definiujemy:
[X]Ep EBP [y]Ep = [X + y]Ep
[X]Ep ®P [y]zp = [X ’ .y]zp

o Na poczatku tej prezentacji podalismy tabelki dziatan dla operacji @3
oraz ®3 (czyli operacji dodawania i mnozenia modulo 3).
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Konstrukcje systeméw liczbowych

e Dotad zakfadali$my, ze stuchacze dysponuja intuicyjna wiedza na
temat liczb: naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych.

e W matematyce wprowadza sie te rodzaje liczb (oraz wiele innych)
badz na drodze aksjomatycznej badz poprzez konstrukcje pewnych
rodzajéw liczb, gdy inne s3 juz okreslone.

@ Systemy liczbowe s3 strukturami: sktadaja sie z uniwersum obiektéw,
na ktérych wykonujemy pewne operacje.

o We wspétczesnej algebrze bada sie nie tylko systemy liczbowe, ale
takze bardzo ogélne struktury réznych rodzajéw, np.: grupy,
pierscienie, ciata, przestrzenie wektorowe, itd.

o Studentéw kognitywistyki UAM interesowa¢ moga rézne problemy
dotyczace np. przyswajania pojecia liczby naturalnej przez umyst w
jego rozwoju, uzyskiwanie w tym rozwoju zdolnosci numerycznych, itp.
Problematyka ta wykracza jednak poza nasz ustugowy kurs
matematyki.
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LCHBTRGEREVE S WA TSI Arytmetyka liczb naturalnych

Przez algebre Peana rozumiemy kazda algebre A = (A, f, a) taka, ze:
a € A (element poczatkowy algebry)

f : A— A (funkcja nastepnika)

a ¢ rng(f)

f jest funkcja réznowartosciowa

00000

Dla dowolnego zbioru X C A, jesli a € X oraz f(x) € X, oile x € X,
dla wszystkich x € X, to X = A.

o Istnieje doktadnie jedna algebra Peana (z doktadnoscia do
izomorfizmu). Jej uniwersum N to zbiér wszystkich liczb naturalnych.

o Istnieje doktadnie jedna funkcja dwuargumentowa + : N> — N, ktéra
spetnia warunki: x +0=x, x+(y +1) = (x+y) + L.

o Istnieje tez doktadnie jedna funkcja dwuargumentowa - : N2 — N,
ktéra spetnia warunki: x-0=0, x-(y +1) = (x-y) + x.

v
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Konstrukcje systeméw liczbowych Liczby catkowite

@ Okreslamy relacje ~1C (N x N) x

tylko wtedy, gdy x + v =u+y.

@ Jest to relacja réwnowaznosci na zbiorze N x N, co nietrudno
sprawdzi¢, wykonujac proste rachunki.

o Definiujemy zbiér wszystkich liczb catkowitych: 7. = N?/ ~;.
e Odwzorowanie ;1 : N — Z okreslone wzorem ¢1(k) = [(k,0)]~, jest

iniekcja.

(N x N): (x,y) ~1 (u,v) wtedy i

Trzeba jeszcze okresli¢ dziatania arytmetyczne na liczbach catkowitych, ich
dodawanie @1, ich odejmowanie ©1 oraz mnozenie ®1; okreslimy tez ich

uporzadkowanie <j:

o [(x,¥)]x @1 [(us v

° [(x,¥)]~ ©1 [(us v

° [(x,¥)]x O1 [(u, v
)

o [(x, ¥~ <1 [(u,v

L —r N N

vy = X+ uy + Vs,
oo =[x+ v,y +ulx,
Jop =x-uty-viu-y+x-vly,
|~y JESli x + v

Sy +u

v
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Konstrukcje systeméw liczbowych Liczby catkowite

Wreszcie, trzeba pokaza¢, ze:
Q te definicje sa poprawne (wynik dziatania nie zalezy od wyboru
elementu z klasy abstrakcji)

@ @1 i 1 ,rozszerzaja" + i - ze zbioru N na zbiér Z:

0 p1(m) ®1 ¢1(n) = 1(m+ n)
@ ¢1(m) ©1 ¢1(n) = p1(m - n)

e Struktura ({[(x,0)]~, : x € N}, <1, @1, ®1), ktéra sama jest
podstruktura struktury (Z, <1, ®1,®1) jest izomorficzna ze struktura
(N, <,+,-). Sa to nieujemne liczby catkowite.

o Fakt ten sktania do pewnych uproszczen w notacji liczb catkowitych:

@ zamiast [(x,0)]~, piszemy po prostu x
@ zamiast [(0, x)]~, piszemy po prostu —x
© przyjmujac powyzsze uproszczenia, mozemy napisac:
7Z =NU{—x:x € N}, co jest bliskie praktyce szkolne;.

v
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Konstrukcje systeméw liczbowych Liczby wymierne

@ Okreslamy relacje réwnowaznosci
~oC (Z x (Z —{0})) x (Z x (Z — {0})) wzorem: (x,y) ~2 (u,v)
wtedy i tylko wtedy, gdy x ®1 v =y ®1 u.

@ Definiujemy zbiér wszystkich liczb wymiernych:
Q = (Z x (Z — {0}))/ ~2 oraz dziatania arytmetyczne na liczbach
wymiernych, @, (dodawanie), ©, (odejmowanie), ®> (mnozenie), @2
(dzielenie) a takze porzadek <:

o [(x, ¥)]xr ®2 [(u; V)]x, = [((x ©1 v) ®1 (y ©1 1), (yO1)V]x,

o [(x, ¥)]x, ©2 [(u, V)]x, = [((x ©1 v) ©1 (y ©1 1), (yO1)V]x,

o [(x, ¥)]rz @2 [(u, V)]x, = [(x 10,y 1 V)]x,

o [(x, ¥~ @2 [(us V)]x, = [x 1 v,y 1 t]m,, 0 lle [(u, V)]x, # [(0,1)]~,
o [(x,¥)]~s <2 [(uy v)]ay, jesli x 1 v<yy-1u gdzie0 <1y, 0<;v.

Trzeba pokazaé, ze te definicje sa poprawne (wynik dziatania nie zalezy od
wyboru elementu z klasy abstrakgji).
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Konstrukcje systeméw liczbowych Liczby wymierne

Trzeba tez pokaza¢, ze odwzorowanie o5 : Z — Q okreslone wzorem
©w2(x) = [(x, 1)]~, jest iniekcja, oraz zachowuje dziatania i porzadek, czyli
ze zachodza warunki:

o p2(x) B2 2(y) = p2(x D1 y)

o p2(x) ®2 p2(y) = p2(x ©O1y)

@ jesli x <1 y, to wa(x) <2 wa(y).

o Dla kazdej liczby wymiernej [(x, y)]~, mamy:

[(x; ¥)]~a = [(x; 1)]x, @2 [(y, 1]~ Liczbe wymierng [(x,1)]x,, na
mocy Tradycji (oraz faktu, ze ¢, jest izomorfizmem struktur
(Z,<1,®1,01) oraz ({[(x,1)]~, : x € Z}, <1,@1, ©1)) zwykle
utozsamiamy z liczba catkowita x.

@ Na mocy powyzszych ustalen, mozemy zapisywa¢ liczbe wymierna
[(x,¥)]~, w znany ze szkoty sposéb, jako ufamek 7. Przy takich
oznaczeniach mamy zatem: Q = {7 :a€ Zoraz b€ Z — {0}} do
ktérego to zapisu przyzwyczajata nas szkofa.

v
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Konstrukcje systeméw liczbowych Liczby rzeczywiste

Przekrojem Dedekinda nazywamy kazda pare (A, B) niepustych podzbioréw
zbioru ostro liniowo uporzadkowanego (X, <) taka, ze: AUB =X, a<b
dla wszystkich a € A oraz b € B. A jest klasa dolng, a B klasa gérna
przekroju (A, B). W przypadku dowolnego zbioru liniowo uporzadkowanego
przekroj Dedekinda (A, B) moze by¢ jednej z nastepujacych postaci:

@ W zbiorze A istnieje element najwiekszy i w zbiorze B istnieje element
najmniejszy. Méwimy wtedy, ze przekréj (A, B) wyznacza skok (w
rozwazanym porzadku).

e W zbiorze A istnieje element najwiekszy i w zbiorze B nie istnieje
element najmniejszy.

@ W zbiorze A nie istnieje element najwiekszy i w zbiorze B istnieje
element najmniejszy.

@ W zbiorze A nie istnieje element najwiekszy i w zbiorze B nie istnieje
element najmniejszy. Méwimy wtedy, ze przekrdj (A, B) wyznacza luke
(w rozwazanym porzadku).
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izt [l
Definicja Dedekinda liczb rzeczywistych

Liczba rzeczywista (w sensie Dedekinda) nazywamy dowolny podzbiér A
zbioru Q wszystkich liczb wymiernych taki, ze:

QO A#£0, A#Q

@ Dla wszystkich a,b€ Q: jesliac Aorazb<a, tobeQ

© W zbiorze A nie istnieje element najwiekszy (w sensie zwyktego
porzadku < liczb wymiernych).

Niech R bedzie zbiorem tak zdefiniowanych liczb rzeczywistych.
Definiujemy dla A, B € R: A <p B wtedy i tylko wtedy, gdy A C B.
Wtedy oczywiscie A <p B doktadnie wtedy, gdy A C B.

Kazda liczba wymierna x wyznacza liczbe rzeczywista

O(x) ={y € Q:y < x}. Niech Q° = {O(x) : x € Q}. Wtedy Q° jest
izomorficzna (wzgledem porzadku) kopia Q, co tatwo sprawdzi¢
rachunkiem.
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Konstrukcje systeméw liczbowych Liczby rzeczywiste

Liczby niewymierne

@ Istnieja jednak liczby rzeczywiste, ktére nie s3 wyznaczone przez liczby
wymierne: odpowiadaja one przekrojom Dedekinda wyznaczajacym
luki w rozwazanym porzadku liczb wymiernych. Taka liczbg
rzeczywista jest np.:

{x€Q:x<0lub (0 < xoraz x* < 2)}.

o Liczby rzeczywiste, ktére sa elementami zbioru R — Q° nazywamy
liczbami niewymiernymi.

@ Powyzsze definicje bazuja na wtasnosciach porzadkowych zbioru
wszystkich liczb wymiernych.

@ W jaki sposéb uporzadkowane s3 liczby rzeczywiste?
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Konstrukcje systeméw liczbowych Liczby rzeczywiste

Twierdzenie. Zbiér R jest uporzadkowany w sposéb ciagty przez relacje
<p. Ponadto, zbiér Q° jest gesty w R, czyli dla kazdych x,y € R, jesli

x <p y, to istnieje z € Q° taki, ze x <p z oraz z <p y. Szkic Dowodu:
Porzadek <p jest liniowy. Ten fakt wynika z tego, ze kazda liczba
rzeczywista to odcinek poczatkowy liniowo uporzadkowanego zbioru Q.
Zbior Q° jest gesty w R. To wynika z nietrudnego rachunku,
uwzgledniajacego fakt, ze liczby rzeczywiste zdefiniowalismy jako odcinki
poczatkowe nie majace elementu najwiekszego.

W R nie ma elementu najwiekszego i elementu najmniejszego. To wynika z
faktu, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej A mamy O(x) <p A <p O(y),
gdzie x € Aoraz y € Q — A (przy czym y nie jest elementem najmniejszym
w Q — A).

Porzadek <p jest ciggty. Dla dowodu tego faktu rozwazy¢ trzeba dowolny
niepusty podzbiér S C R, ktéry jest ograniczony z géry, powiedzmy przez
Ao € R, czyli taki, ze A C Ag dla wszystkich A € S. Niezbyt trudnym
rachunkiem sprawdzi¢ mozna, ze wtedy | J S jest kresem gérnym zbioru S,
czylize | S =sup S.
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Konstrukcje systeméw liczbowych Liczby rzeczywiste

W zbiorze R wprowadzamy dziatania arytmetyczne w nastepujacy sposob:
Suma. Jesli a,b € R, to niech: a®p b= {xDay : x € aoraz y € b}.
Liczba przeciwna. Jesli a € R, to niech:
Q@ —pa=0(—x),oile a= 0(x)
Q@ pa={-x:x¢a} oilead QL.
lloczyn. Dla a, b € R definiujemy ich iloczyn a ®p b nastepujaco:
Q Jesli a >p O(0) oraz b >p O(0), to niech:
aOpb={xGy:x>0,y>0,xca,ycblU{xeQ:x<0}.
@ Jesli a= 0(0) lub b= 0(0), to a®p b= 0(0).
@ Jeslia <p O(0) oraz b <p 0(0), to a®p b= (—pa) ®p (—pb)
Q Jeslia<p O(0) oraz b >p 0(0), to a®p b= —p((—pa) ©p b)
@ Jeslia>p O(0) oraz b <p 0(0), to a®p b= —p(a®p (—pb)).

Struktury: (Q°, ®p, ©p, 0(0), O(1)) oraz (Q, ®2,®2,0,1) s3
izomorficzne.
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Konstrukcje systeméw liczbowych Liczby rzeczywiste

Definicja Cantora

@ Niech SEQ bedzie zbiorem wszystkich ciggéw podstawowych liczb
wymiernych, tj. zbiorem:
{f : f: N — Q oraz dla kazdej k € N istnieje my € N taka,

ze dla wszystkich m, n > mq zachodzi |f(n) — f(m)| < ﬁ}

@ Na zbiorze SEQ okreslamy relacje ~3 wzorem:
f ~3 g wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej k € N istnieje mg € N
taka, ze dla wszystkich n > mg zachodzi: |f(n) — g(n)| < k%rl

o Wtedy ~3 jest relacja réwnowaznosci na SEQ, co nietrudno sprawdzi¢
rachunkiem. Definiujemy zbiér wszystkich liczb rzeczywistych (w
sensie Cantora): R = SEQ/ ~3.

e Funkcja ¢3 : @ — R zdefiniowana wzorem ¢3(q) = [cql~, (gdzie cq
jest ciagiem stale réwnym q) jest iniekcja.
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Konstrukcje systeméw liczbowych Liczby rzeczywiste

Definiujemy dziatania arytmetyczne w R:

O [flrs B3 [g]as = [f W glas ( dodawanie)

O [flrs O3 [g)as = [f ® glas ( mnozenie)
gdzie dodawanie & i mnozenie ® funkgji (ze zbioru N w zbiér Q) rozumiane
jest nastepujaco:

Q (fywg)(n)="f(n)®2g(n), dlaneN

Q@ (f®g)(n)=1~(n)©2g(n),dlaneN.

Mozna udowodnié, ze wszystkie te definicje s3 poprawne i ze adekwatnie
okreslaja dziatania arytmetyczne w R.

v

Okreslona wyzej relacja réwnowaznosci miedzy ciagami podstawowymi kaze
utozsamiac¢ ze soba ciagi, ktérych odpowiednie wyrazy, poczawszy od
pewnego miejsca, staja sie dowolnie bliskie sobie.

W dalszych wyktadach to wtasnie pojecie: by¢ dowolnie blisko bedzie
odgrywato bardzo istotna role.
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Kraty i algebry Boole’a: definicja algebraiczna Kraty

W ujeciu algebraicznym, przez krate rozumiemy strukture (X, U, M) taka,
ze X # (), za$ Ll oraz N s3 dwuargumentowymi operacjami w X,
spetniajacymi nastepujace warunki dla dowolnych x,y,z € X:

© operacje U oraz N s3 taczne i przemienne;
@ U(N(x.y),y)=y
© NU(x.y).y)=y

Jesli (X, U, M) jest krata, to dla dowolnych x,y € X zachodzi
réwnowazno$¢: M(x,y) = x wtedy i tylko wtedy, gdy U(x,y) = y.
Wykorzystujac ten fakt, mozna w kracie (X, LI, M) zdefiniowac relacje
porzadku czeSciowego poprzez operacje algebraiczne: x C y wtedy i tylko
wtedy, gdy L(x,y) = y. Kresy w tym porzadku wyznaczone s3 przez
operacje w kracie: inf{x,y} =M(x,y), sup{x,y} = U(x,y). Stuchacze
domyslaja sie juz, ze takze wychodzac od definicji kraty w terminach
porzadku czesciowego (poprzedni wyktad) mozemy zdefiniowaé operacje
algebraiczne U oraz MM, otrzymujac krate w sensie algebraicznym.
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Kraty i algebry Boole'a: definicja algebraiczna [EA\F:A\-TaV =Y AEY

Jesli kazda z operacji LI oraz M jest rozdzielna wzgledem pozostatej, to
moéwimy, ze krata jest dystrybutywna.
Przez algebre Boole'a rozumiemy strukture (X, U, 1M, ©,0,1) taka, ze:
© (X,U, 1) jest krata dystrybutywna;
@ © jest operacja jednoargumentowa w X (operacja uzupetnienia), zas 0
oraz 1 sg elementami zbioru X (odpowiednio: zero i jedynka algebry);

© dla dowolnego elementu x € X zachodza réwnosci:

U(x,0(x)) =1 M(x,6(x)) =0.

Ze wzgledu na pewne nawyki, zwykle stosujemy notacje infiksowa (symbol
funkcji miedzy symbolami argumentéw) dla operacji w kratach, a wiec
piszemy:

Q@ x Uy zamiast L(x, y)

@ x My zamiast M(x, y)

© w algebrach Boole'a dodatkowo: —x (albo np. x’) zamiast ©(x).
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Kraty i algebry Boole’a: definicja algebraiczna Przyktady

@ W zbiorze N mozemy okresli¢ strukture kratowa, definiujac dla
dowolnych x,y € N:
L(x, y) = najmniejsza wspdlna wielokrotno$¢ x oraz y
M(x, y) = najwiekszy wspdlny dzielnik x oraz y.

@ Zbiér potegowy p(X) dowolnego zbioru X jest algebra Boole'a (a wiec
takze krata): zerem algebry jest zbidr pusty 0, jej jedynka jest zbior X,
a operacjami LI oraz M s3, odpowiednio, operacje sumy i iloczynu
zbioréw. Uzupetnieniem elementu Y C X tej algebry jest dopetnienie
Y'=X-Y.

e W dwuelementowym zbiorze {0, 1} wartosci logicznych okreslamy
strukture algebry Boole'a, definiujac:
U(x,y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x =y =0
M(x,y) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy x =y =1
o(0)=1,5(1)=0.
Te operacje to funkcje prawdziwosciowe, odpowiadajace, kolejno:
alternatywie nieroztacznej, koniunkcji oraz negacji.
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Mysl przekornie!

@ Wszyscy znamy réznego rodzaju parkietaze: pokrycia ptaszczyzny
wielokatami — np. tréjkatami réwnobocznymi, kwadratami,
szesciobokami foremnymi. Znamy tez réznego rodzaju mozaiki
pokrywajace ptaszczyzne. Mozna zastanawiac sie, jakie w ogélnosci sa
mozliwosci pokrycia ptaszczyzny wielokatami, by¢ moze réznych
rodzajéw. Czy mozliwe jest nieokresowe pokrycie ptaszczyzny za
pomocy wielokatéw np. dwéch rodzajow?

o Sktadanie obrotéw na ptaszczyznie jest przemienne. Czy przemienne
jest skfadanie obrotéw w przestrzeni tréjwymiarowej?

@ Zakresy pojec sa zbiorami, a wiec mozna na nich wykonywa¢ operacje
boolowskie. Jaka strukture tworzy zestaw wszystkich zakreséw pojec¢
rzeczywiscie uzywanych w danym jezyku?
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Co musisz ZZZ

@ Struktura relacyjna, algebra, podstruktura.

@ Homomorfizm, izomorfizm.

@ Kongruencja.

@ Struktura ilorazowa.

@ System liczb rzeczywistych: definicja Dedekinda i definicja Cantora.

o Kraty i algebry Boole'a.
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