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Niniejszy tekst oparty jest na przedstawieniu systemu dedukcji naturalnej w
ksiazce Fitting 1990. Zaleta tego przedstawienia jest m.in. to, ze dowody trafnosci
i pelnosci systemu dedukcji naturalnej przeprowadzane sa tak samo, jak w przy-
padku innych technik dowodowych omawianych w ksiazce Fittinga, a mianowicie
poprzez odwotanie si¢ do stosownej ogdlnej wlasnosSci niesprzecznosci i wykorzy-
stanie lematu Hintikki. Z teoretycznego punktu widzenia takie ujgcie, wykorzystu-
jace notacj¢ Smullyana, jest korzystne. Podany przez Fittinga zesp6t regut jest jed-
nak nadmiarowy, mozna dedukcj¢ naturalng przedstawiaé w bardziej ekonomiczny
sposéb. Wigkszos$¢ analizowanych tu przyktadéw nie jest podana w Fitting 1990.

1 Intuicje

Systemy dedukcji naturalnej maja by¢ logiczna reprezentacja rozumowan przepro-
wadzanych zaré6wno w matematyce, jak i w niektérych (cho¢ nie wszystkich) nie-
formalnych argumentacjach, ktére przeprowadzamy codziennie. W obu przypad-
kach dedukcja naturalna jest pewna idealizacja rzeczywiscie przeprowadzanych
rozumowan.

Typowa sytuacja w systemach dedukcji naturalnej jest nastgpujaca. Gdy przyj-
mujemy zatozenie i potrafimy z niego wyprowadzi¢ 1), to uznajemy, ze udowod-
niliSmy implikacj¢ ¢ — . Z zatozenia ¢ korzystamy jedynie w wyprowadzeniu
formuty v, a wigc po uzyskaniu implikacji ¢ — 1 uchylamy zatozenie ¢. W
ksiazce Fittinga proponuje si¢ reprezentacj¢ graficzng takiej sytuacji w postaci pu-
detka zawierajacego wyprowadzenie  z i) wraz z podpisang pod nim implikacja
p—Y:
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Mozemy myS$le¢ o dowodach w systemie dedukcji naturalnej jako tworzonych
na pewnych etapach, przy czym okre§lamy wyraZnie, z ktérych formut korzystamy
na danym etapie. Formutami aktywnymi na danym etapie nazywamy te formuty,
ktére wystepuja w dotad niezamknigtych na tym etapie pudetkach.

Powyzej opisano procedur¢ wprowadzania implikacji do dowodu. Typowa re-
gula w systemach dedukcji naturalnej jest tez regula opuszczania implikacji, czyli
znana juz stuchaczom regula modus ponens: z ¢ oraz p — 1 otrzymujemy v, o
ile na rozwazanym etapie dowodu obie formuly ¢ oraz ¢ — 1) sa aktywne.

Systemy dedukcji naturalnej opieraja si¢ na regutach wprowadzania i regutach
opuszczania (eliminacji), formutowanych dla poszczegdlnych statych logicznych.
Cecha charakterystyczng tych systemoéw jest to, ze nie zawieraja one aksjomatow,
a wilasnie jedynie reguty.

2 Reguly

Reguty systemu DN dedukcji naturalnej dla klasycznego rachunku zdari zapisu-
jemy, korzystajac z notacji Smullyana. Reguty wprowadzania beda opatrzone sym-
bolem Z, za$ reguly opuszczania (eliminacji) symbolem &.

2.1 Regula wprowadzania zalozen RWZ
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Reguta RWZ pozwala na wprowadzanie zalozefi do dowodu, przy czym zato-
Zenia te zostaja na stosownym etapie uchylone.

2.2 Reguly dla verum i falsum

Mamy w systemie regute eliminacji dla falsum | £ oraz regut¢ wprowadzania dla
verum TZ:
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W regule L £ formuta ¢ jest dowolng formuta rozwazanego jezyka.

2.3 Reguly dla negacji
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Pierwsza (z lewej) reguta | 7 jest do$¢ oczywista: jesli w dowodzie pojawita
si¢ para formul wzajem sprzecznych, to mozemy dotaczy¢ do dowodu L. Druga z
regut =7 (regute wprowadzania negacji) rozumiec nalezy nastgpujaco. Jesli z za-
tozenia ( udato nam si¢ wyprowadzi¢ L, to zatozenie ¢ uchylamy i dotaczamy do
dowodu formute —¢. Podobnie dla trzeciej reguty —& dla negacji (reguty eliminacji
negacji).

2.4 Reguly dla o-formut

Przypominamy, ze a-formutami sa np.: koniunkcja, zaprzeczona alternatywa oraz
zaprzeczona implikacja.
Reguty a€ opuszczania dla a-formut:
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Reguly aZ wprowadzania dla a-formut:
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2.5 Reguly dla S-formut

Przypominamy, ze S-formutami sg np.: alternatywa, implikacja, zaprzeczona ko-
niunkcja.
Reguly S€ opuszczania dla S-formut:
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Reguty opuszczania dla S-formut sa dos¢ oczywiste: z formuty typu [ oraz
zaprzeczenia jednego z jej sktadnikéw mozemy wyprowadzi¢ drugi ze sktadnikow.
Reguly 57 wprowadzania dla S-formut:
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Reguly wprowadzania dla S-formut rozumieé nalezy nastgpujaco. Jesli z za-
przeczenia sktadnika 51 mozemy wyprowadzi¢ sktadnik (32, to uchylamy zatozenie
=51 1 mozemy wprowadzi¢ do dowodu formule 5. Podobnie dla drugiej tego typu
reguty.

2.6 Regula przepisywania RP

W dowodzie (badZ wyprowadzeniu) wolno powtérzy¢é dowolne zatozenie aktywne
na danym etapie (czyli nieuchylone na tym etapie).

3 Pewne reguly wtoérne

W systemach dedukcji naturalnej uzyteczne sa rézne reguty wtérne (wyprowa-
dzalne). Dla przyktadu, w systemie DN tu omawianym takie sa reguly wprowa-
dzania =—Z i opuszczania =& podwdjnej negacji:
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Wyprowadzenie powyzszych regut z pierwotnych regut systemu DN nie jest
trudne. Dla przyktadu, pokazmy, ze wyprowadzalna jest reguta opuszczania po-
dwdjnej negacji =—&. Przypusémy, ze w wierszu dowodu o numerze (n) znajduje
si¢ formuta ——p. Wtedy w dowodzie tym otrzymaé¢ mozemy réwniez formutg ,
odwotujac si¢ do regut pierwotnych systemu:

(n) —
(n+1) —p
(n+2) L
(n+3) ¢

Tutaj wiersz (n + 1) jest wprowadzany reguta wprowadzania zatozen, wiersz
(n + 2) otrzymujemy z wierszy (n) oraz (n + 1) na mocy pierwszej z regut pier-
wotnych dla negacji, natomiast wiersz (n 4+ 3) otrzymujemy na mocy trzeciej z
regul pierwotnych dla negacji. Wyprowadzili§my zatem formutg ¢ z formuty ——¢
korzystajac jedynie z regul pierwotnych systemu, a wigc regula opuszczania po-
dwdjnej negacji jest reguta wtérna systemu DN.



4 Pewne reguly dotyczace implikacji

Na mocy przyjetego zestawu regul, znana stuchaczom reguta modus tollens (w
skrécie: MT) jest jedna z regul pierwotnych, natomiast reguta modus ponens (w
skrocie: MP) moze zosta¢ wyprowadzona jako wtérna. Za (3 (w regutach opusz-
czania) wezmy formule ¢ — . Wtedy 1 jest formuta —p, a 52 jest formuta .
Mamy zatem nastgpujace reguty dla implikacji:
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Regula z prawej to modus tollens, za$ regula z lewej, wraz z wyprowadzong
przed chwila regula opuszczania podwdjnej negacji, pozwala wprowadzi¢ do sys-
temu takze regute modus ponens w znanej stuchaczom postaci.

Teraz za 3 (w regutach wprowadzania) wezmy formutg ¢ — . Wtedy (1 jest
formuta -, a B9 jest formuta 1. Mamy zatem nastgpujace reguty dla implikacji:
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Reguta z prawej to znana stuchaczom reguta kontrapozycji, natomiast reguta
z lewej, wraz z regula opuszczania podwoéjnej negacji, pozwala wprowadzi¢ do
systemu DN jako regule wtérng regute wprowadzania implikacji — Z, o ktorej
wspomniano na poczatku tego tekstu.

Zachgcamy stuchaczy do wypisania w postaci wyraznej regul wprowadzania i
opuszczania dla kilku dalszych funktoréw, np. dla koniunkcji, alternatywy, zaprze-
czonej koniunkcji 1 zaprzeczonej alternatywy.

5 Dowody i wyprowadzenia

Dowodem formuty ¢ w systemie DN nazywamy dowolny skoiiczony ciag formut
W1, Vs, . .., Yy taki, ze formuta  jest identyczna z formuta v, oraz dla kazdego i,
jesli 1 < ¢ < n, to formula v; jest badZ uchylonym zatozeniem, badz powstaje z
formutl wczesniejszych w tym ciggu poprzez zastosowanie ktérejs z regul systemu.
Jesli formuta  ma dowdd w systemie DN, to piszemy Fppn .
Wyprowadzeniem (derywacja) formuty ¢ ze zbioru formut X w systemie DN
nazywamy dowolny skoriczony ciag formut 11,9, . .., 9, taki, ze formuta ¢ jest



identyczna z formuta 1,, oraz dla kazdego ¢, jesli 1 < ¢ < n, to formuta v; jest
badZ uchylonym zatozeniem, badZ elementem zbioru X, badZ powstaje z formut
wczesniejszych w tym ciagu poprzez zastosowanie ktérej$ z regul systemu.

Jesli formuta ¢ ma wyprowadzenie ze zbioru X w systemie DN, to piszemy
X Fpn .

6 Przyklady

Pokazemy na kilku przyktadach, jak przeprowadzane sa dowody w systemie de-
dukcji naturalnej w przytoczonej stylizacji. Numerujemy poszczegdlne wiersze
dowodow oraz przy kazdym wierszu dodajemy komentarz, objasniajacy na jakiej
podstawie dotaczamy ten wiersz do dowodu. Dowody sa ciagami formut, numery
i objasnienia pelnia jedynie rolg pomocnicza. Skrét ,,zal.” oznacza zatozenie, skrét
,»Z.d.n.” zatozenie dowodu nie wprost.

6.1 Dowéd formuly (p — (¢ > 7)) = (¢ — (p — 1))

(1) p—(¢g—r) zal

(2) ¢ zah
3) p zal.
(4) qg—r MP:(1),(3)
(5) r MP: (4), (2)
6) p—>r —Z:(3), ()

(1) q—(p—1) —1:(2),(6)
B p—=@—r)—=@=>p@—r) —I:1),0)

o

W tym przyktadzie (1), (2) i (3) sa zatozeniami. Wiersz (4) otrzymujemy z (1)
i (3) na mocy modus ponens (zwré¢my uwage, ze na tym etapie dowodu formuty
(1) 1 (3) sa obie aktywne!). Wiersz (5) otrzymujemy z (2) i (4), réwniez na mocy
modus ponens (zwr6¢my uwage, ze na tym etapie dowodu formuly (2) i (4) sa
obie aktywne!). Teraz zatozenie (3) zostaje uchylone (zamykamy pudetko), wigc
otrzymujemy wiersz (6) (na mocy reguty wprowadzania implikacji). Formuty (3),
(4) i (5) przestaja by¢ aktywne. Mozemy uchyli¢ teraz zatozenie (2) i otrzymu-
jemy wiersz (7) (na mocy reguly wprowadzania implikacji). Wreszcie, uchylamy
zatozenie (1) i otrzymujemy wiersz (8) (réwniez na mocy reguty wprowadzania
implikacji).



6.2 Dowéd formuly p V —p

Jesli formuta, ktérej mamy dowie$¢ nie ma postaci implikacji, to mozemy rozpo-
cza¢ dowdd od poczynienia zatozenia nie wprost:

(1) —=(pV-p) zdn

(2) -p al: (1)

(3) - a€: (1)

4) L 1LT:(2),(3)

(5) pV-p —E (1), (%)

6.3 Dowéd formuly p — p
Ten przyktad pokazuje, jak wykorzystaé regute RP powtarzania zatozen:
(1) p zah

)
(2) p RP:(D)
B) p—op —I: (1. Q)

6.4 Dowdd formuly —(p A —q) — (p — q)

(1) ~(pA—q) zat
(2) p zal
(3) —q z.d.n.

(4) pA-qg aZ:(2),(3)
(5) L 1 Z: (1), (4)
(6) ¢ —E:(3),(5)
(7)) p—q —1:(2),(6)
(8) =(pA—q) = (p—q) —IL:(1), ()

W tym przyktadzie (1), (2) i (3) sa zatozeniami. Wiersz (4) otrzymujemy z
(2) 1 (3) na mocy reguly wprowadzania dla a-formut (dla koniunkcji). Wiersz (5)
otrzymujemy z (1) i (4) na mocy jednej z regut dla negacji (pierwszej z lewe;j).
Podobnie, wiersz (6) otrzymujemy na mocy innej z regut dla negacji (trzeciej z le-
wej), uchylamy jednoczesnie zatozenie (3). Wiersz (7) otrzymujemy z wierszy (2)
i (6) na mocy reguty wprowadzania implikacji, uchylamy jednoczesnie zatozenie
(2). Wreszcie, wiersz (8) otrzymujemy z wierszy (1) i (7) réwniez na mocy reguty
wprowadzania implikacji, uchylamy jednoczes$nie zatozenie (1).



6.5 Dowéd formuly —(p A ¢) — (—p V —q)

(1) ~(pAg) zal
2) - zat.
3) g BE (), (2)
) "pV —q BI:(2),(3)
q) = (-pV—q) —I:(1),(4)
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Pierwsze zatozenie to —(p A ¢). Jest to S-formuta. Mozemy zastosowacé regute
opuszczania dla S-formut, jezeli poczynimy drugie zatozenie o postaci 31, czyli w
tym przypadku ——p. Otrzymujemy zatem —q z (1) oraz (2). Skoro z =—p wypro-
wadziliSmy —q, to (uchylajac zatozenie (2)) mozemy zastosowac regute wprowa-
dzania dla S-formut, otrzymujac —p V —¢, poniewaz w tym przypadku S-formuta
jest =p V —q, a =1 to ~—p, natomiast 5o to —g. Mozemy teraz uchyli¢ zalozenie
(1) i otrzymac (5) z (1) oraz (4) na mocy reguty wprowadzania dla S-formut (w
tym przypadku dla implikacji).

6.6 Dowéd formuly (—p A —q) — —(p V q)

(1) =pA—q zatl

(2) =p a&:(1)

(3) ~¢ a&:(1)
(4) pVgq zdn
(5) »p BE: (3), (4)
6) L LT:(2),5)
(1) ~(pVve Z:@),(5)
(8) (=pA=q) = ~(pVg) —TI:(1),(8)

Czynimy zatozenie —p A —¢q i chcemy wyprowadzi¢ z tego zatozenia formule
=(p V q). Poniewaz —p A —q jest a-formuta, wigc wiersze (2) i (3) otrzymujemy
na mocy regut opuszczania dla a-formut. Kolejne zatozenie, czyli formuta p V ¢
to zatoZenie dowodu nie wprost (mozna to tez uczyni¢ w dwoch krokach, zaktada-
jac 7= (p V ¢) i opuszczajac nastgpnie podwdjna negacje): jesli uda nam si¢ wy-
prowadzié teraz sprzeczno$¢ 1, to bedziemy mogli dotaczyé do dowodu formute
—(pVq).Z(3)1i(4) otrzymujemy (5) (czyli formute p), na mocy stosownej reguty
dla S-formut. Wiersz (6) otrzymujemy z (2) oraz (5) na mocy reguly dla negacji
(pierwszej z lewej). Zatozenie (4) zostaje teraz uchylone i otrzymujemy wiersz (7)
na mocy stosownej reguly dla negacji (drugiej z lewej). Wreszcie, mozemy uchylié
zatozenie (1) i otrzymaé wiersz (8) na mocy reguty wprowadzania implikacji.



6.7 Dowéd formuly (p — ¢) — (—g — —p)

(1) p—gq
(2) —q
(3) -p
(4) ~q = —p
(5) (»—q) = (—g — —p)

Zachgcam stuchaczy do samodzielnego oméwienia poszczegdlnych krokéw
powyzszego dowodu, czyli wpisania stosownych komentarzy.
6.8 Wtodrna regula wprowadzania alternatywy

Pokazemy, ze reguta wyprowadzalng w systemie DN jest reguta wprowadzania
alternatywy VZ:

@ Y
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Aby pokazad, ze jest to reguta wyprowadzalna w systemie DN, wystarczy udo-
wodnié, ze z zatozenia ¢ otrzymaé mozna formule ¢ V 1):

(1) ¢ zah
(2) —(pV) zat
(3) - a: (2)
4) L LT:(1), Q3

(5) Vi =€:(2).(5)

Wiersze (1) i (2) sa tutaj kolejno czynionymi zatozeniami. Poniewaz —(p V 1))
jest a-formuta, wigc na mocy reguty opuszczania dla a-formut otrzymujemy jej
sktadnik v, czyli w tym przypadku —¢. Wiersz (4) otrzymujemy z wierszy (1) i
(3) na mocy stosownej reguty dla negacji (pierwszej z lewej). Wiersz (5) otrzymu-
jemy réwniez na mocy reguly dla negacji (ostatniej z lewej), po uchyleniu zatoze-
nia (2). PokazaliSmy zatem, ze jesli w dowodzie wystapi formuta ¢, to mozemy
dotaczy¢ do dowodu takze formule ¢ V 9, gdzie 1) jest dowolng formuta.

6.9 Dowdéd formuly ((pV¢q) = (rAs)) = (p—7r)A(g— s))

Wykorzystamy w tym dowodzie wtérna regute wprowadzania alternatywy VZ. Stu-
chacze zechca zwréci¢ uwage, ze dowody w systemie dedukcji naturalnej budu-
jemy wedlug z gory zatozonego planu: na poczatku trzeba mie¢ pomyst, jak be-
dziemy prowadzi¢ dowdd. W interesujacym nas przypadku przewidujemy, ze:



1. Z zatozenia (pV q) — (rAs) chcemy wyprowadzi¢ formutg (p — r)A (¢ —
s).

2. Aby otrzymaé (p — ) /A (q — s) bedziemy potrzebowaé obu formut: p — r
iqg— s.

3. Aby otrzyma¢ p — r, chcemy z zatozenia p wyprowadzi¢ r (podobnie w
przypadku formuty ¢ — s).

4. Aby z p wyprowadzi¢ r, skorzystamy najpierw z reguty wprowadzania alter-
natywy, otrzymujac pV ¢ z p, a nastepnie skorzystamy z zatozenia (pV q) —
(r A\ s) ireguty modus ponens, otrzymujac r A s. Wreszcie, z 7 /A s otrzymamy
r stosujac regute opuszczania dla a-formut. Przy zatozeniu p otrzymamy w
ten sposéb r, a zatem do dowodu mozemy dotaczy¢ implikacje p — .

5. Podobnie, przy zatozeniu ¢ otrzymamy s, a zatem do dowodu mozemy do-
taczy¢ implikacje ¢ — s.

6. Majac obie implikacje p — r i ¢ — s, mozemy dotaczy¢ do dowodu ich
koniunkcje (p — r) A (g — s).

7. W ten sposéb z poczynionego na poczatku zatozenia (p V q) — (r A s)
wyprowadzilismy formute (p — 7) A (¢ — s).

8. Ostatnim krokiem dowodu jest dotaczenie formuty ((p V q) = (r A's)) —
((p — r) A (¢ — s)), na mocy regulty wprowadzania implikacji.

W postaci symbolicznej, w przyjetej tu stylizacji, dowdd rozwazanej formuty
wyglada zatem nastgpujaco (stuchacze zechca zwrécié uwage, na ktérych etapach
uchylamy poszczegdlne zalozenia):

(1) (pVaq)— (rAs) zat
(2) p zal.
(3) pVg VI:Q2)
(4) rAs MP:(1),(3)
(5) r a: (4)
6) por —7:2),05)
(7) ¢q zal.
(8) pVag VI:(D
9) rAs MP:(1),(8)
(10) s a&: (9)
A1) ¢ —s —7Z:(7),(10)
(12) (p—=r)AN(qg—s) oZ:(6),(11)

(13) ((pvag) = (rAs)) = ((p—=r)A(g—s)) —TI:(1),(12)

10



Powyzszy dowdéd mozna tez przeksztalcic w dowdd nie zawierajacy reguly
wtérnej VZ, a wykorzystujacy jedynie reguty pierwotne systemu. Aby tego do-
konaé, wystarczy po kroku (2) dodaé zatozenie dowodu nie wprost =(p V ¢), co
pozwala otrzymac z tego zalozenia —p na mocy reguty €. Wtedy z —p oraz wier-
sza (2) (czyli formuly p) otrzymujemy | na mocy reguty L Z. Mozemy teraz
uchyli¢ zatozenie dowodu nie wprost =(pV ¢) i wprowadzi¢ do dowodu wiersz (3)
na mocy reguty ~&£. Podobnie mozemy wyeliminowa¢ zastosowanie reguty VZ w
przejsciu od wiersza (7) do wiersza (8).

6.10 Dowéd formuly ((p = 7) A (g — 7)) = ((pVq) —7)

(1) p—=>r)AN(g—r) zal.
(2) p—r af: (1)
(3) q—=r af: (1)
(4) pVq zat.
(5) -r z.d.n.
(6) —p MT:(1),(5)
(7) =g MT:(3),(5)
8 q BEHD.D
9 L LT:(7). ()
(10) r ~&:(5), (9)

(11) (pVq) —>r — T: (4), (10)
(12) (p—=r)A(g—1) = ((pVe) —r) —I: (1), (A1)

Rozwazana formuta to prawo dodawania poprzednikéw, ktére stuchacze z pew-
no$cia poznali w trakcie poprzednich wykladéw z logiki. Prawo to wykorzysty-
wane jest w dowodach przez rozpatrzenie przypadkéw (w stylizacji dowodow za-
tozeniowych w systemie Stupeckiego-Borkowskiego nazywanych dowodami roz-
gatezionymi).

11



6.11 Dowéd formuly ((p — g) A (r —s)) = ((pVr) — (¢Vs))

(1) (p—=q@) A (r—s) zal
(2) p—q a&:(1)
(3) r—=s a&:(1)
(4) pvr zat
5 =(¢qVvs) zdn.
6) —qg a&:(5)
7 s af:(5)
) —p  MT:(2),(6)
9) r  BEM),®)
)
)
)

- MT: (3), (7)
1L 17T:09),(10)
(12) qvs =& (5),(11)
(13) (pVr)—(qVs) —T:(4), (12)
(14) (p—= @A (r—s)—=(pVr)—(qgVvs) —I:(1),(13)

6.12 Ekonomista telewizyjny

Milion samochodéw elektrycznych, trzy miliony mieszkan, 50 miliardéw zt na
wsparcie biznesu, gigantyczny port lotniczy, itp. W bajkowych scenariuszach po-
litycznych i ekonomicznych zdarzaja si¢ jednak wpadki logiczne. Rozwazmy na-
stepujacy tekst, ktory mégtby pojawié si¢ w prasie lub w telewizji (upraszczam
stylistyke):

Jest kapitalizm lub nie ma bezrobocia. Jesli jest recesja, to jest tez bezrobocie.
Nie ma jednak jednoczesnie: biedy i braku recesji. Jest bieda, a nie ma kapitalizmu.

Kazde z powyzszych zdan z osobna brzmi sensownie. Pokazemy jednak, ze
jako catos¢ jest to tekst sprzeczny. Bedzie to zatem przyktad wyprowadzenia (de-
rywacji) sprzecznosci L z formut odpowiadajacych powyzszym zdaniom. W wy-
prowadzeniach formut ze zbioru formut w systemie DN mozemy korzystac z po-
szczegblnych formut rozwazanego zbioru jako zalozefi, przy czym nie ma potrzeby
uchylania tych zatozen.

W powyzszym tekScie mamy nastgpujace zdania proste, ktére reprezentujemy
przez zmienne zdaniowe:

p: Jest kapitalizm.
q: Jest bezrobocie.
r: Jest recesja.

s: Jest bieda.
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Struktura logiczna zdan rozwazanego tekstu jest nastgpujaca:
pV g
r—q
(s A=)
SA-p

Sprzecznos¢ wyprowadzi¢ mozemy z tych formul np. w nastgpujacy sposéb
(dodajemy kolumng komentarzy, pokazujacych jak tworzone sa kolejne wiersze):

(1) pV—gq zatozenie

(2) r—q zalozenie

(3) —(sA-r) zatozenie

(4) sA-p zatozenie

(5) s a: (5)

(6) -p a&: (5)

() —q BE: (1), (6)

(8) -r MP: (2), (7)

(9) sA-wr oZ: (5), (8)
(10) L 1L 7:(3), 9

Zachgcam stuchaczy do znalezienia innego jeszcze wyprowadzenia sprzeczno-
Sci ze zbioru rozwazanych formut.

Dla relaksu i refleksji zachgcam do wystuchania piosenki Andrzeja Sikorow-
skiego Jak kapitalizm, to kapitalizm z koncertu z okazji trzydziestolecia powstania
Solidarnosci (dostgpna na Youtube):

https://www.youtube.com/watch?7v=z2ixz9PzL.W4

6.13 Teodycea w czasach Zarazy

Podamy jeszcze jeden przyktad wyprowadzenia formuty ze zbioru formut w syste-
mie DN. Rozwazmy tekst:

Bog jest mitosierny, o ile jest doskonaty. Jesli Bog jest doskonaty i stwo-
rzyt Swiat, to w Swiecie nie ma Zta. Jednak w Swiecie jest Zto. Po-
nadto, Bég przeciez stworzyt Swiat.

Pokazemy, ze akceptacja powyzszych zatozefi zmusza do przyjecia wniosku:
Bog nie jest doskonaty lub nie jest mitosierny. Dowdd bedzie polegatl na wyprowa-
dzeniu tego zdania z podanych wyzej zdafi.
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W powyzszym tek$cie mamy nastgpujace zdania proste, ktére reprezentujemy

przez zmienne zdaniowe:

p: Boég jest doskonaty.
q: Bog jest mitosierny.
r: Bog stworzyt Swiat.

s: W Swiecie jest Zto.

Struktura logiczna zdaf rozwazanego tekstu jest nastepujaca:

D—q
(pAr)— —s
s

r

Pokazemy, ze z tego zbioru formut wyprowadzi¢ mozna w systemie DN for-

z.d.n.
a&: (9)
1L Z:(8), (10)

mute: —p V —gq.

() p—gq

2 (pAr)— s

3) s

@4 r

5 s

©6) —(pAT)

7 —or

@ -p
9) =(=pV —~q)
(10) —=p
(11) L

(12) —pV g

zalozenie
zalozenie
zalozenie
zalozenie
-=7Z: (3)
MT: (2), (5)
——=7: (4)
BE: (6), (7)

=£:(9), (1)

Zauwazmy, ze w tym wyprowadzeniu w ogdle nie korzystaliSmy z pierwszego
zatozenia, ktére mitosierdzie boze traktowato jako jeden z aspektow bozej dosko-
natosci. Jak pisat jeden z polskich filozofow: ile jest w budyniu kosci, tyle w Bogu
jest litosci. Za Zto mozemy wstawié np. Zagtade lub Zaraze.

Inne wyprowadzenie zaproponowata Pani prof. Dorota Leszczyniska-Jasion:
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(1) p—q zal
2) pAr— —s zal

(3) s zal

4) r zal
(5) -q zat.
(6) —-—s ——7:(3)
M) ~(pAT)  BE2)(6)
®) —=7: (4)
9 -p BE: (7),(8)

(10) —pV =g BIL:(5).9)

7 Trafnosé i pelnosé¢

W ksiazce Fittinga podano zarys dowodu trafno$ci systemu DN, odwotujacy si¢ do
trafnosci systemu aksjomatycznego klasycznego rachunku zdan (Fitting 1990, 81).

Petnos¢ systemu DN wykaza¢ mozna wykorzystujac nastgpujace pojecie. Jesli
 jest dowolna formuta, a X zbiorem formut jezyka klasycznego rachunku zdan,
to powiemy, ze X jest zbiorem DN-sprzecznym, jezeli X Fpy . Zbiory, ktére
nie sa DN-sprzeczne, nazywamy DN-niesprzecznymi. Mozna pokazaé, ze rodzina
wszystkich zbioréw DN-niesprzecznych jest zdaniowa wtasno$cia niesprzecznosci
(poprzez sprawdzenie, ze zachodza wszystkie warunki definiujace zdaniowe wia-
sno$ci niesprzecznosci). Ten fakt wykorzystuje si¢ dla udowodnienia, ze kazda tau-
tologia klasycznego rachunku zdan jest tez teza systemu DN (czyli posiada dowod
w systemie DN). Mozna udowodni¢ réwniez, ze jesli ¢ jest logiczna konsekwencja
X, to ¢ ma wyprowadzenie z X w systemie DN, dla dowolnych X oraz ¢.

8 Dedukcja naturalna w logice pierwszego rzedu

W ksiazce Fitting 1990 system DN zostaje rozszerzony do systemu dedukcji na-
turalnej dla logiki pierwszego rzgdu poprzez dodanie do regut pierwotnych sys-
temu DN dwdch regul opuszczania dla kwantyfikatoréw (v€ dla formut typu ~,
czyli generalnie skwantyfikowanych oraz §& formut typu 6, czyli egzystencjalnie
skwantyfikowanych):

W regule dla formut typu ~ term ¢ jest dowolnym termem zamknigtym, nato-
miast w regule dla formut typu ¢ stata indywidualna a jest nowa stata, ktdra nie
wystapita dotad w odno§nym wyprowadzeniu.
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Pojecia dowodu i wyprowadzenia w systemie DN dla logiki pierwszego rzgdu
definiujemy tak samo, jak odpowiednie pojgcia w systemie DN dla klasycznego ra-
chunku zdan, pamigtajac jednak, ze mamy teraz dodatkowe dwie reguty dla formut
z kwantyfikatorami:

Dowodem formuty ¢ w systemie DN (dla logiki pierwszego rzgdu) nazywamy
dowolny skoriczony ciag formut i1, s, . . . , 9, taki, ze formuta ¢ jest identyczna
z formuty 1, oraz dla kazdego ¢, jesli 1 < @ < n, to formuta ¢; jest badZ uchy-
lonym zatozeniem, badZ powstaje z formut wczesniejszych w tym ciagu poprzez
zastosowanie ktorej$ z regul systemu.

Wyprowadzeniem (derywacja) formuty ¢ ze zbioru formut X w systemie DN
(dlalogiki pierwszego rzgdu) nazywamy dowolny skoniczony ciag formut ¢y, 1o,. ..
¥y, taki, ze formuta ¢ jest identyczna z formuta ¢,, oraz dla kazdego i, jesli 1 <
t < n, to formuta 1); jest badZ uchylonym zatozeniem, badZ elementem zbioru X,
badz powstaje z formut wczesniejszych w tym ciagu poprzez zastosowanie ktérejs
z regul systemu.

System DN dla logiki pierwszego rzedu jest trafny i pelny.

Ksiazka Fitting 1990 ogranicza si¢ do jednego przyktadu dowodu w systemie
DN dla logiki pierwszego rzedu (Fitting 1990, 137), a mianowicie do dowodu for-
muty: Vz(P(z) = Q(z)) = (VzP(x) — VzQ(x)):

(1) Va(P(x) — Q(x)) zat.

(2) VxP(x) zal
(3) —VzQ(x) z.d.n.
(4) —Q(a) € (3)
(5) P(a) € (2)
6) Pla) Q@) ~€ ()
(7)) Qa) MP: (5), (6)
(8) L L Z:(4),(7)
(9) vaQ(z) —&:(3).(8)

(10) VzP(x) = VzQ(z) — Z:(2),(9)
(11) Va(P(x) = Q(x)) — (VzP(z) — VzQ(x)) — Z:(1),(10)

W tym przyktadzie (1), (2) oraz (3) sa kolejno czynionymi zatozeniami. Wiersz
(4) otrzymujemy z wiersza (3) na mocy reguly opuszczania kwantyfikatora eg-
zystencjalnego (pamigtamy, ze formuta z zaprzeczonym kwantyfikatorem general-
nym ,,zachowuje si¢” tak samo, jak formuta egzystencjalna), gdzie a jest nowa stala
indywidualng. Wiersz (5) otrzymujemy z (2) przez zastosowanie reguty opuszcza-
nia kwantyfikatora ogélnego, na mocy tej samej reguly otrzymujemy wiersz (6) z
wiersza (1). Wiersz (7) otrzymujemy z wierszy (5) oraz (6) na mocy reguty modus
ponens. Wiersz (8) otrzymujemy z wierszy (4) i (7) na mocy stosownej (pierw-
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szej od lewej w podanych wyzej regutach) reguty dla negacji. Podobnie, wiersz
(9) otrzymujemy na mocy reguty dla negacji (trzeciej od lewej w podanych wy-
zej regutach). Wiersze (10) oraz (11) otrzymujemy na mocy reguty wprowadzania
dla S-formut (w obu tych przypadkach dla implikacji). Na koniec zauwazmy, ze
wszystkie zalozenia poczynione na poszczegdlnych etapach dowodu zostaty uchy-
lone, a wigc istotnie mamy do czynienia z dowodem formuty (11) w systemie DN
dla logiki pierwszego rzedu.

Pani prof. Dorota Leszczyniska-Jasion przedstawita inny dowod powyzszej for-
muty, rozpoczynajacy si¢ od zalozenia dowodu nie wprost:

(1) —(Vz(P(z) — Q(x)) — (VeP(z) = VxQ(x))) z.dn.

(2) Vz(P(z) = Q(z)) a: (1)

3) ~(VzP(z) — VzQ(x)) a&: (1)

4) VaP(x) a&: (3)

6 ~(VzQ(z)) al: (3)

©  —Q(a) 5E: (5)

(7 Pla) = Qa) ~E: (2)

®8)  P(a) vE: (4)

©®  —P(a) BE: (7),(6)
(10) L 17:(8),(9)

(11) Vz(P(z) = Q(z)) — (VzP(x) — VzQ(x)) —&:(1),(10)

Jeszcze jeden przyktad opracowany przez Pania prof. Dorote Leszczynska-
Jasion, réwniez zaczynajacy si¢ od zatozenia nie wprost:

() —(3z(P(x) —» VzP(x))) zdn.

(2) —(P(a) = VazP(z)) yE: (1)

3) P(a) a: (2)

4 —VzP(x) af: (2)
(5) —P(b) 3E: (4)

6) —(P(b) —» VxP(x)) ~E: (1)

(7) P(b) al: (6)

@® L L7:(5),(7)

©) 32(P(x) = VaP(x)) —&: (1), ()

Zachgcam stuchaczy do poréwnania tych dwoch ostatnich dowodéw z dowo-
dami przeprowadzanymi metoda tablic analitycznych.
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