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Aksjomatyka teorii mnogo±ci ZF

Aksjomatyka teorii mnogo±ci ZF

Aksjomat ekstensjonalno±ci:

∀x∀y (∀z (z ∈ x ↔ z ∈ y) → x = y)
Ten aksjomat stwierdza, »e ka»dy zbiór jest jednoznacznie wyznaczony
poprzez swoje elementy.
Aksjomat pary:

∀x∀y∀z∀u (u ∈ z ↔ u = x ∨ u = y)
To aksjomat gwarantuj¡cy istnienie pary nieuporz¡dkowanej.
Aksjomat sumy:

∀x∀y∀z (z ∈ y ↔ ∃u (z ∈ u ∧ u ∈ x))
Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbiorów.
Aksjomat zbioru pot¦gowego:

∀x∃y∀z (z ∈ y ↔ ∀u(u ∈ z → u ∈ x))
Na mocy tego aksjomatu, dla dowolnego zbioru istnieje zbiór zªo»ony
dokªadnie ze wszystkich jego podzbiorów.
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Aksjomatyka teorii mnogo±ci ZF

Schemat wyró»niania:

∀x1∀x2 . . .∀xn∀y∃u (u ∈ z ↔ u ∈ y ∧ ϕ(u, x1, x2, . . . , xn))
gdzie ϕ jest formuª¡ j¦zyka teorii mnogo±ci ZF tak¡, »e z nie jest zmienn¡
woln¡ w ϕ, za± x1, x2, . . . , xn s¡ zmiennymi wolnymi formuªy ϕ innymi ni»
u.
Schemat wyró»niania pozwala z elementów danego wprzódy zbioru
utworzy¢ jego podzbiór, zªo»ony z tych elementów, które maj¡ jak¡±
wªasno±¢, wyra»aln¡ w j¦zyku (pierwszego rz¦du) teorii mnogo±ci.
Mamy tu do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale wªa±nie ze schematem
niesko«czenie wielu aksjomatów.
Aksjomat niesko«czono±ci:

∃x (∃y (y ∈ x ∧ ¬∃z (z ∈ y)) ∧ ∀y (y ∈ x → ∀z(∀u (u ∈ z ↔ u = y) →
z ∈ x)))
Ten aksjomat stwierdza istnienie (co najmniej jednego) zbioru
niesko«czonego. Uwaga: to jedyny aksjomat egzystencjalny w tej teorii
mnogo±ci.
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Aksjomatyka teorii mnogo±ci ZF

Schemat zast¦powania:

∀u(∀x∀y∀z (x ∈ u ∧ ϕ(x , y) ∧ ϕ(x , z) → y = z) → ∃w∀v (v ∈ w ↔
∃x (x ∈ u ∧ ϕ(x , v))))
Schemat ten gwarantuje, intuicyjnie mówi¡c, »e obraz dowolnego zbioru
wzgl¦dem jakiejkolwiek funkcji (opisywalnej formuª¡ j¦zyka teorii mnogo±ci)
tak»e jest zbiorem.
Tu równie» mamy do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale ze
schematem niesko«czenie wielu aksjomatów.
Aksjomat ufundowania:

∀x(∃u (u ∈ x) → ∃y(y ∈ x ∧ ∀z (z ∈ y → ¬z ∈ x)))
Aksjomat ufundowania wyklucza istnienie niesko«czonych ∈-zst¦puj¡cych
ci¡gów zbiorów, tj. takich ci¡gów 〈x1, x2, x3, x4, . . .〉, »e:

x2 ∈ x1, x3 ∈ x2, x4 ∈ x3, . . .
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Aksjomatyka teorii mnogo±ci ZF

Gdy do tego systemu doª¡czy¢ Aksjomat wyboru:
∀x((∀y (y ∈ x → ∃z (z ∈ y)) ∧ ∀y∀u (y ∈ x ∧ u ∈ x → y = u ∨ ¬∃v (v ∈
y ∧ v ∈ u))) → ∃w(∀y (y ∈ x → ∃z (z ∈ y ∧ z ∈ w ∧ ∀v (v ∈ y ∧ v ∈
w → v = z)))))
To otrzymamy system teorii mnogo±ci nazywany ZFC.

Uwaga. Do aksjomatyki teorii ZF nale»¡ tak»e aksjomaty dla
identyczno±ci:

∀x x = x

∀x∀y x = y → y = x

∀x∀y∀z x = y ∧ y = z → x = z ;

∀x∀y∀z (x = y ∧ x ∈ z → y ∈ z);

∀x∀y∀z (x = y ∧ z ∈ x → z ∈ y).

Uwaga. U»ywane tu (np. w schematach wyró»niania i zast¦powania)
terminy: niesko«czony i przeliczalny nale»¡ do metaj¦zyka.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Dodawania i mno»enia liczb naturalnych uczysz si¦ w wieku kilku lat.

Chocia», gdy si¦ chwil¦ zastanowisz, to by¢ mo»e dopadnie ci¦ re�eksja:
sk¡d wªa±ciwie wiesz, jaki jest wynik wykonywania tych operacji (tj.
dodawania i mno»enia) na liczbach naturalnych?

Prawdopodobnie, nauczono ci¦ tabliczek dodawania i mno»enia podobnie
jak naucza si¦ wierszyków, �na pami¦¢�.

Stosowano przy tym ró»ne heurystyki; np. rysunki jabªuszek, kotków,
monet, itp. No i teraz umiesz dodawa¢ i mno»y¢.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Czy»by jednak ta wiedza miaªa uzasadnienie wyª¡cznie w owych
dogmatycznych rysunkach?

To temat na zaj¦cia z �lozo�i matematyki lub, ogólniej, z �lozo�i nauki. Te
zaj¦cia dotycz¡ tylko obliczalno±ci, a wi¦c nie znajdziesz w nich
wyczerpuj¡cej odpowiedzi na tego typu pytania meta�zyczne.

Ograniczymy si¦ do stwierdzenia, »e arytmetyk¦ mo»na zbudowa¢ na bazie
aksjomatycznej, jako teori¦ pierwszego rz¦du (a wi¦c teori¦ w j¦zyku KRP,
z predykatem identyczno±ci oraz symbolami funkcyjnymi).

Tabliczki dodawania i mno»enia zbudowa¢ mo»na w Arytmetyce Robinsona.
Jest to system aksjomatyczny w j¦zyku KRP z identyczno±ci¡ oraz
nast¦puj¡cymi symbolami funkcyjnymi:
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

σ � jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyra»enie σ(t), gdzie t

jest dowolnym termem, czytamy: nast¦pnik t;

⊕ � dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyra»enie ⊕(t1, t2), gdzie
t1, t2 s¡ dowolnymi termami, czytamy: suma t1 i t2;

⊗ � dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyra»enie ⊗(t1, t2), gdzie
t1, t2 s¡ dowolnymi termami, czytamy: iloczyn t1 i t2.

Nadto, w j¦zyku Arytmetyki Robinsona u»ywamy staªej indywiduowej ©.
Jest to symbol, który czytamy: zero.
Aksjomaty.

Aksjomaty dotycz¡ce jedynie predykatu identyczno±ci:

∀x x = x

∀x∀y x = y → y = x

∀x∀y∀z x = y ∧ y = z → x = z .
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Uwaga. Ta grupa aksjomatów wyst¦puje we wszystkich teoriach, w
których u»ywamy predykatu identyczno±ci.

Warto pami¦ta¢, »e ani te aksjomaty, ani inne, w których wyst¦puje symbol
= identyczno±ci nie gwarantuj¡, »e denotacja tego symbolu jest
�prawdziw¡� równo±ci¡ =.

Dla peªnej poprawno±ci, powinni±my u»ywa¢ innego symbolu dla predykatu
identyczno±ci w j¦zyku przedmiotowym (np.:

.
=), a innego dla relacji

identyczno±ci =, u»ywanego w metaj¦zyku.

Nie robimy tego, ufaj¡c, i» Sªuchaczki s¡ ju» oswojone z ró»nic¡ mi¦dzy
j¦zykiem przedmiotowym i metaj¦zykiem i »e »yczliwie, ze zrozumieniem
toleruj¡ tego typu drobne ±wi«stewka notacyjne.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Aksjomaty identyczno±ci dla symboli ©, σ, ⊕ oraz ⊗:

∀x∀y x = y → σ(x) = σ(y)

∀x∀y∀z x = y → ⊕(x , z) = ⊕(y , z)

∀x∀y∀z x = y → ⊕(z , x) = ⊕(z , y)

∀x∀y∀z x = y → ⊗(x , z) = ⊗(y , z)

∀x∀y∀z x = y → ⊗(z , x) = ⊗(z , y).

Uwaga. W aksjomatach tych nie wyst¦puje symbol ©, bo nie ma takiej
potrzeby; stosowne �Leibnizja«skie� warunki dla © s¡ konsekwencj¡
pozostaªych aksjomatów.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Aksjomaty specy�czne systemu Arytmetyki Robinsona:

A1: ∀x∀y (x 6= y → σ(x) 6= σ(y))

A2: ∀x © 6= σ(x)

A3: ∀x (x 6= ©→ ∃y (x = σ(y)))

A4: ∀x ⊕ (x ,©) = x

A5: ∀x∀y ⊕ (x , σ(y)) = σ(⊕(x , y))

A6: ∀x ⊗ (x ,©) = ©
A7: ∀x∀y ⊗ (x , σ(y)) = ⊕(⊗(x , y), x).

Modelem zamierzonym dla tych aksjomatów jest struktura, której
uniwersum jest zbiór wszystkich (i tylko!) liczb naturalnych, a denotacjami
poszczególnych terminów pozalogicznych s¡:

symbolu © � liczba zero;

symbolu σ � operacja nast¦pnika;

symbolu ⊕ � operacja dodawania;

symbolu ⊗ � operacja mno»enia.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Je±li aksjomaty te wydaj¡ ci si¦ oczywiste, to witaj we Wspólnocie
Intelektualnej Ludzko±ci!
Nie s¡ chyba znani osobnicy, którym zdania te wydawaªyby si¦ faªszywe,
przy podanej powy»ej interpretacji zamierzonej.

Powstaje naturalnie pytanie: czy z tych aksjomatów wynikaj¡ (przy
interpretacji symbolu = jako relacji identyczno±ci) dokªadnie wszystkie

prawdy arytmetyczne?

Odpowiedzi na to, wydawaªoby si¦ proste, pytanie dostarczaj¡ wa»ne
twierdzenia metalogiczne (o których opowiemy na dalszych wykªadach).

Odpowied¹ jest negatywna; chocia» ka»de zdanie wyprowadzalne z
aksjomatów jest prawdziwe w zamierzonej interpretacji, to jednak nie
wszystkie zdania prawdziwe w tej interpretacji s¡ wyprowadzalne z
aksjomatów.
Ma to te» zwi¡zek z nierozstrzygalno±ci¡ KRP.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Pierwsze trzy z powy»szych aksjomatów maj¡ gwarantowa¢, »e uniwersum
interpretacji zamierzonej jest poprawnie utworzon¡ kolejk¡: na pocz¡tku
jest zero, potem nast¦pnik zera (czyli jedynka), potem nast¦pnik nast¦pnika
zera (czyli nast¦pnik jedynki, a wi¦c dwójka), i tak dalej. Za ka»d¡ liczb¡
naturaln¡ jest dokªadnie jedna liczba wi¦ksza od niej o jeden, a od ka»dej
liczby naturalnej jest tylko sko«czenie wiele �kroków wstecz�, do zera.
Uwaga: poj¦cia sko«czono±ci nie mo»na wyrazi¢ w j¦zyku pierwszego
rz¦du; ten intuicyjny komentarz czyniony jest w metaj¦zyku.

Aksjomaty A4 oraz A5 charakteryzuj¡ dodawanie, natomiast A6 oraz A7
ustalaj¡ wªasno±ci mno»enia. Nie obawiaj si¦: w charakterystykach tych nie

popeªnia si¦ bª¦dnego koªa.
Poka»emy teraz, jak uzyska¢ dowód prostej prawdy arytmetycznej w
Arytmetyce Robinsona.
Oto dowód, i» ⊕(σ(σ(©)), σ(σ(©))) = σ(σ(σ(σ(©)))), czyli »e dwa i
dwa jest cztery:
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

1. ∀x ⊕ (x ,©) = x aksjomat A4
2. ∀x∀y ⊕ (x , σ(y)) = σ(⊕(x , y)) aksjomat A5
3. ¬(⊕(σ(σ(©)), σ(σ(©))) = σ(σ(σ(σ(©))))) z. d. n.
4. ⊕(σ(σ(©)),©) = σ(σ(©)) R(∀) dla

σ(σ(©)) w A4
5. ∀y ⊕ (σ(σ(©)), σ(y)) = σ(⊕(σ(σ(©)), y)) R(∀) dla

σ(σ(©)) w A5
6. ⊕(σ(σ(©)), σ(©)) = σ(⊕(σ(σ(©)),©)) R(∀) dla © w 5.
7. ⊕(σ(σ(©)), σ(σ(©))) = σ(⊕(σ(σ(©)), σ(©))) R(∀) dla

σ(©) w 5.
8. ⊕(σ(σ(©)), σ(σ(©))) = σ(⊕(σ(σ(©)),©)) 6. i 7., R(=)

9. ⊕(σ(σ(©)), σ(σ(©))) = σ(σ(σ(σ(©)))) 4. i 8., R(=)

10. ×3,9 Sprzeczno±¢: 3, 9.
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Aksjomatyka arytmetyki Robinsona

Rozszerzymy teraz system arytmetyki Robinsona poprzez dodanie do jego
aksjomatów schematu aksjomatów, zwanego zasad¡ indukcji. Otrzymany
w ten sposób system nazywa si¦ Arytmetyk¡ Peana.

Staªe pozalogiczne Arytmetyki Peana s¡ takie same, jak w Arytmetyce
Robinsona. Równie» pierwsze siedem aksjomatów jest wspólnych dla obu
systemów. Nowy w aksjomatyce Peana jest:

P8: A(©) ∧ ∀x (A(x) → A(σ(x))) → ∀x A(x)

(dla dowolnej formuªy A, o jednej zmiennej wolnej, j¦zyka Arytmetyki
Peana).
P8 nie jest jednym aksjomatem, lecz schematem (przeliczalnie wielu)
aksjomatów. P8 nazywamy zasad¡ indukcji.

O Arytmetyce Peana b¦dziemy mówi¢ nieco pó¹niej.
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Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Do mówienia o
obliczalno±ci potrzebna
nam b¦dzie re�eksja nad
poj¦ciem
niesko«czono±ci
(potencjalnej i
aktualnej). Na pocz¡tek,
odwiedzimy Hotel
Hilberta, co± w rodzaju
matematycznej Wie»y
Babel (jednak udanej).
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Hotel Hilberta

Przykªad: Liczb pierwszych jest niesko«czenie wiele

Liczb pierwszych jest niesko«czenie wiele.
Przypu±¢my, »e jest tylko sko«czenie wiele liczb pierwszych (tj. takich liczb
n, które maj¡ dokªadnie dwa podzielniki: 1 oraz n): 2, 3, 5, 7, 11, 13,
17,. . . ,p
Zatem p jest (rzekomo) najwi¦ksz¡ liczb¡ pierwsz¡.
Tworzymy iloczyn: m = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 · 17 · . . . · p (rzekomo) wszystkich
liczb pierwszych.
Liczba m + 1 jest liczb¡ pierwsz¡, poniewa» nie dzieli si¦ bez reszty przez
»adn¡ z liczb pierwszych 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,. . . ,p. Nadto, m + 1 jest
wi¦ksza od p.
Otrzymujemy sprzeczno±¢: m + 1 jest liczb¡ pierwsz¡ wi¦ksz¡ od
(rzekomo) najwi¦kszej liczby pierwszej p. Zatem, musimy odrzuci¢
przypuszczenie, i» liczb pierwszych jest sko«czenie wiele. W konsekwencji,
liczb pierwszych jest niesko«czenie wiele. Nie istnieje najwi¦ksza liczba
pierwsza.
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Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Hotel Hilberta ma niesko«czon¡ liczb¦ pokoi:

1 2 3 4 5 . . .

Jest jasne, »e nawet gdy wszystkie pokoje s¡ zaj¦te, to mo»na umie±ci¢ w
nim nowego go±cia, w dowolnym pokoju o numerze n: wystarczy, aby ka»dy
z go±ci zamieszkuj¡cych pokoje o numerach n, n + 1, n + 2, . . . przemie±ciª
si¦ do pokoju o numerze o jeden wi¦kszym od numeru swojego
dotychczasowego pokoju. Wtedy pokój o numerze n staje si¦ wolny.

Jest te» jasne, »e nawet gdy wszystkie pokoje s¡ zaj¦te, to mo»na umie±ci¢
w nim dowoln¡ sko«czon¡ liczb¦ nowych go±ci. Pytanie: w jaki sposób?
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Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Pytanie (tylko troch¦) trudniejsze: czy w zapeªnionym ju» Hotelu Hilberta
pomie±ci¢ mo»na niesko«czon¡ (przeliczaln¡, tj. równoliczn¡ ze zbiorem
wszystkich liczb naturalnych; lub, co na jedno wychodzi, równoliczn¡ ze
zbiorem wszystkich pokoi w Hotelu Hilberta) liczb¦ nowych go±ci?

Oczywi±cie, TAK. Mo»na np. umie±ci¢ wszystkich dotychczasowych go±ci w
pokojach o numerach nieparzystych, a go±ci nowych w pokojach o
numerach parzystych.
Kolejne (znów, odrobin¦ trudniejsze) pytanie: czy w zapeªnionym ju»
Hotelu Hilberta mo»na pomie±ci¢ dodatkowo przeliczaln¡ liczb¦
przeliczalnych zbiorów nowych go±ci?

I w tym przypadku odpowied¹ brzmi: TAK. Widzicie, jak to zrobi¢?
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Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Czy»by wi¦c w zapeªnionym ju» Hotelu Hilberta mo»na byªo pomie±ci¢
dodatkowo DOWOLN� liczb¦ nowych go±ci?
Odpowied¹ brzmi: NIE. Mo»na pokaza¢ (przy u»yciu metody
przek¡tniowej), »e zbiór R WSZYSTKICH przeliczalnych ci¡gów (kolejek)
nowych go±ci nie zmie±ci si¦ w Hotelu Hilberta. Argument jest prosty. Po
pierwsze, jest jasne, »e mo»emy uto»samia¢ ka»dy element zbioru R z
jakim± ci¡giem liczb naturalnych (dodatnich). Wyliczmy wszystkie
elementy zbioru R, w dowolnej kolejno±ci:

A1 = 〈 a11, a12, a13, . . . 〉
A2 = 〈 a21, a22, a23, . . . 〉
A3 = 〈 a31, a32, a33, . . . 〉
...
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Hotel Hilberta

Hotel Hilberta

Rozwa»my teraz ci¡g
A = 〈 a11, a22, a33, . . . 〉
i zbudujmy ci¡g
Aδ = 〈 aδ

11, a
δ
22, a

δ
33, . . . 〉

wedle reguªy:

je±li ann = 8, to aδ
nn = 7

je±li ann 6= 8, to aδ
nn = 8.

Wtedy ci¡g Aδ jest ró»ny od ka»dego ci¡gu An (dla wszystkich n), a wi¦c
nie mógª wyst¡pi¢ na li±cie (rzekomo) wszystkich elementów R.

Liczba elementów zbioru R jest oczywi±cie niesko«czona. Jest ona jednak
(w intuicyjnym sensie) �wi¦ksza� od liczby pokoi Hotelu Hilberta.
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Hotel Hilberta

Nie mo»emy tu opowiedzie¢ o arytmetyce liczb b¦d¡cych liczno±ciami
(mocami) zbiorów niesko«czonych � zob. dowolny porz¡dny podr¦cznik
teorii mnogo±ci. Powiedzmy tylko, »e skala kolejnych niesko«czono±ci jest
pozasko«czona (nie daje si¦ przedstawi¢ jako równoliczna z jak¡kolwiek
liczb¡ niesko«czon¡).

Hotel Hilberta jest metafor¡ niesko«czono±ci potencjalnej: wyobra»amy
sobie sytuacj¦, gdy po ka»dym kroku mo»emy wykona¢ nast¦pny, bez
ograniczenia (nie ma znaku stop w Hotelu Hilberta).
Gdy bierzemy pod uwag¦ Hotel Hilberta jako caªo±¢, to zaczynamy
operowa¢ niesko«czono±ci¡ aktualn¡. Mamy wtedy mo»liwo±¢
(gwarantowan¡ stosownymi aksjomatami teorii mnogo±ci) tworzenia coraz
to nowych niesko«czono±ci.
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Poj¦cie równoliczno±ci

Dwa zbiory s¡ równoliczne, gdy istnieje wzajemnie jednoznaczna funkcja z
jednego z nich na drugi.

Widzieli±my, »e w przypadku zbiorów, których liczba elementów nie jest
sko«czona (na razie: w intuicyjnym sensie) mo»emy mie¢ do czynienia z
dwoma przypadkami:

dwa zbiory niesko«czone mog¡ by¢ równoliczne (np. zbiór wszystkich
liczb naturalnych i zbiór wszystkich liczb parzystych);

dwa zbiory niesko«czone mog¡ nie by¢ równoliczne (np. zbiór
wszystkich liczb naturalnych i zbiór wszystkich ci¡gów niesko«czonych
o wyrazach b¦d¡cych dodatnimi liczbami naturalnymi).

Tak wi¦c, nie jest prawd¡, i» wszystkie zbiory niesko«czone s¡
równoliczne!

Uwaga. Prosz¦ zauwa»y¢, »e fakt nierównoliczno±ci dwóch zbiorów
oznacza, »e w caªym uniwersum zbiorów nie istnieje funkcja (czyli zbiór par
uporz¡dkowanych) ustalaj¡ca ich równoliczno±¢.
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De�nicja niesko«czono±ci: Frege

De�nicja niesko«czono±ci: Frege

De�nicja Fregego. Zbiór jest sko«czony, gdy ma n elementów, dla
pewnej liczby naturalnej n. W przeciwnym przypadku jest niesko«czony.

Ta de�nicja zakªada, »e wiemy, czym s¡ liczby naturalne.

Otó» wcale nie jest bezdyskusyjne, jaki jest status tej wiedzy.
Problematyka ta nale»y do �lozo�i matematyki i nie mo»e tu by¢ omawiana.

Liczby naturalne stworzyª Pan Bóg, caªa reszta jest dzieªem czªowieka �
napisaª kiedy± Leopold Kronecker.
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De�nicja niesko«czono±ci: Dedekind

De�nicja niesko«czono±ci: Dedekind

De�nicja Dedekinda. Zbiór jest niesko«czony, gdy jest równoliczny z
jakim± swoim podzbiorem wªa±ciwym. W przeciwnym przypadku jest
sko«czony.

Na �paradoksaln¡� wªasno±¢ pewnych zbiorów, polegaj¡c¡ na tym, i» s¡ one
równoliczne z jakim± swoim podzbiorem wªa±ciwym, zwracano uwag¦ ju»
wcze±niej (Galileusz, Bolzano).

Mo»na, jak si¦ okazuje, przyj¡¢ t¦ wªasno±¢ jako cech¦ de�nicyjn¡ zbiorów
niesko«czonych.

Na marginesie zauwa»my, »e wykazanie równowa»no±ci tej de�nicji z innymi
de�nicjami poj¦cia niesko«czono±ci wymaga u»ycia pewnika wyboru.
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De�nicja niesko«czono±ci: Zermelo

De�nicja niesko«czono±ci: Zermelo

De�nicja Zermela. Niech Xζ = {X}, dla dowolnego X . Iteracje operacji ζ

okre±lamy nast¦puj¡co:

X0 = X

X1 = Xζ

Xn+1 = (Xn)ζ .

Zbiór jest sko«czony, gdy jest równoliczny z ∅n, dla pewnego n; w
przeciwnym przypadku jest niesko«czony.

Uwaga. Odwoªanie si¦ do liczb naturalnych jest w tej de�nicji jedynie
pozorne. W nieuproszczonej, poprawnej wersji de�nicji Zermela
odwoªujemy si¦ do kumulatywnej hierarchii zbiorów, której okre±lenie
wymaga stosowania indukcji pozasko«czonej.
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Twierdzenie Cantora

Twierdzenie Cantora

Twierdzenie Cantora.

�aden zbiór nie jest równoliczny z rodzin¡ wszystkich swoich podzbiorów.

Dowód. We¹my dowolny zbiór X i przypu±¢my, »e X jest równoliczny z
rodzin¡ wszystkich swoich podzbiorów ℘(X ). Oznacza to, i» istnieje
wzajemnie jednoznaczna funkcja f ze zbioru X na zbiór ℘(X ). Okre±lmy
teraz nast¦puj¡cy element rodziny ℘(X ):

Xf = {x ∈ X : ¬x ∈ f (x)}.

Wtedy dla pewnego xf ∈ X musiaªoby by¢: f (xf ) = Xf . St¡d i z de�nicji
zbioru Xf otrzymujemy, i»:

xf ∈ Xf ↔ ¬xf ∈ Xf .

a to jest sprzeczno±¢. Musimy zatem odrzuci¢ przypuszczenie o istnieniu
funkcji f . W konsekwencji, X oraz ℘(X ) nie s¡ równoliczne.
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Zbiory nieprzeliczalne

Zbiory nieprzeliczalne

Zbiór niesko«czony nazywamy przeliczalnym, je±li jest on równoliczny ze
zbiorem wszystkich liczb naturalnych.

Zbiór jest nieprzeliczalny, gdy jest niesko«czony i nie jest równoliczny ze
zbiorem wszystkich liczb naturalnych.

Przykªad zbioru nieprzeliczalnego poznali±my podczas wizyty w Hotelu
Hilberta: nieprzeliczalny jest np. zbiór wszystkich niesko«czonych
(przeliczalnych) ci¡gów dodatnich liczb naturalnych. Podobnie, zbiór
wszystkich niesko«czonych (przeliczalnych) ci¡gów o wyrazach 0 lub 1 jest
nieprzeliczalny.

Istnienie zbiorów nieprzeliczalnych jest konsekwencj¡ aksjomatu
niesko«czono±ci, aksjomatu zbioru pot¦gowego oraz Twierdzenia Cantora.
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Zbiory nieprzeliczalne

Liczby niewymierne

Istniej¡ liczby niewymierne. Przypomnimy szkolny dowód, i»
√
2 nie jest

liczb¡ wymiern¡, tj. nie jest równa ilorazowi a
b dla »adnych liczb

caªkowitych a oraz b takich, »e b 6= 0 oraz a i b s¡ wzgl¦dnie pierwsze (tzn.
nie maj¡ wspólnego podzielnika ró»nego od którejkolwiek z nich i > 1).
Przypu±¢my, a contrario, »e istniej¡ takie a oraz b. Wtedy:√
2 = a

b
2 = a2

b2
2 · b2 = a2

Poniewa» lewa strona tego równania jest liczb¡ parzyst¡, wi¦c prawa te».
Je±li a2 jest parzysta, to i a jest parzysta. St¡d a = 2 · c dla pewnego c i
mamy:
2 · b2 = (2 · c)2

2 · b2 = 4 · c2
b2 = 2 · c2
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Zbiory nieprzeliczalne

Liczby niewymierne

Prawa strona tego równania jest liczb¡ parzyst¡, a wi¦c tak»e b2 jest liczb¡
parzyst¡. St¡d, b jest liczb¡ parzyst¡ i otrzymujemy sprzeczno±¢ z
przypuszczeniem, i» a oraz b s¡ wzgl¦dnie pierwsze: wszak pokazali±my
przed chwil¡, »e obie s¡ parzyste (a wi¦c obie dziel¡ si¦ bez reszty przez 2).
Zatem musimy odrzuci¢ uczynione przypuszczenie, »e

√
2 jest liczb¡

wymiern¡. Ostatecznie,
√
2 nie jest liczb¡ wymiern¡.

Uwaga. Odkrycie liczb niewymiernych, dokonane przez Pitagorejczyków,
byªo � mo»na bez przesady u»y¢ tego okre±lenia � szokiem
cywilizacyjnym. To tak, jakby± ujrzaªa DUCHA: oto okazuje si¦, »e w
Kosmosie, który (wedle Pitagorejczyków) rz¡dzony jest wyª¡cznie przez
Liczby (wymierne) istniej¡ byty, niedost¦pne dotychczasowemu rozumieniu
poj¦cia liczby.
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De�nicja niesko«czono±ci: von Neumann

De�nicja niesko«czono±ci: von Neumann

De�nicja von Neumanna. Dla dowolnego zbioru X , niech
X ∗ = X ∪ {X}. Iteracje operacji ∗ okre±lamy indukcyjnie:

X 0 = X

X 1 = X ∗

X n+1 = (X n)∗.

Zbiór jest sko«czony, gdy jest równoliczny z ∅n, dla pewnego n, gdzie ∅ jest
zbiorem pustym. W przeciwnym przypadku, jest niesko«czony.

Uwaga. Równie» w de�nicji von Neumanna tylko z pozoru odwoªujemy si¦
do liczb naturalnych: w poprawnej, nieuproszczonej wersji (której nie
b¦dziemy tu podawa¢) de�nicja ta u»ywa tylko poj¦¢ teoriomnogo±ciowych;
liczby naturalne zostaj¡ wtedy zde�niowane (na gruncie teorii mnogo±ci).
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De�nicja niesko«czono±ci: Tarski

De�nicja niesko«czono±ci: Tarski

De�nicja Tarskiego. Zbiór jest sko«czony, gdy ka»dy ⊆-ªa«cuch w
rodzinie jego podzbiorów jest domkni¦ty na kres górny. W przeciwnym
przypadku jest niesko«czony.

Podobnie jak u Zermela i von Neumanna, de�nicja Tarskiego wykorzystuje
jedynie poj¦cia teoriomnogo±ciowe.

Prosz¦ zauwa»y¢, »e np. ci¡g zbiorów:

{{k : k 6 n} : n > 0}

nie jest domkni¦ty na kres górny; kresem górnym (wzgl¦dem porz¡dku ⊆)
tego ci¡gu jest jego teoriomnogo±ciowa suma, a nie jest ona jednym z
elementów tego ci¡gu.
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De�nicja niesko«czono±ci: Tarski

Opuszczamy Hotel Hilberta

Ju» starczy, prawda?

To, co najwa»niejsze: mamy precyzyjne de�nicje niesko«czono±ci, nie
odwoªuj¡ce si¦ ani do czasu, ani do przestrzeni. De�nicji tych mo»emy
u»ywa¢ w dalszych rozwa»aniach dotycz¡cych poj¦cia obliczalno±ci.

I jeszcze uwaga dotycz¡ca Hotelu Hilberta. Poniewa» mamy niesko«czon¡
liczb¦ go±ci, wi¦c dochody wªa±ciciela s¡ niesko«czone. S¡ te» jednak
pewne utrudnienia. Np.: jakiej dªugo±ci powinien by¢ w¡»
przeciwpo»arowy? Ile pªaci¢ pokojówce, która ma posprz¡ta¢ wszystkie
pokoje?
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De�nicja niesko«czono±ci: Tarski
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Koniec

Na nast¦pnym wykªadzie b¦dziemy zajmowa¢ si¦ jednym z nast¦puj¡cych
tematów:

1 Niesko«czona zªo»ono±¢ strukturalna. Fraktale.
2 Intuicyjne wprowadzenie do logiki kombinatorycznej.

Prawdopodobnie, b¦dzie to raczej temat drugi (tematem pierwszym
zajmiemy si¦ bezpo±rednio pó¹niej). Logika kombinatorów jest jedn¡ z
mo»liwych matematycznych reprezentacji poj¦cia obliczalno±ci.

Nadto, mam na ten temat referat na pocz¡tku marca na konferencji
Applications of Algebra in Logic and Computer Science.
Zatem wybór wydaje si¦ oczywisty. :)
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