EGZAMIN Z LOGIKI MATEMATYCZNEJ

Jezykoznawstwo 1 Informacja Navkowa UAM

Prawidlowe rozwiagzania zadan

Szanowni Panstwo, tj. Drogie Dzieci,

zalaczam prawidlowe rozwigzania zadan z dzisiejszego egzaminu. Oczywiscie,
NIE BYLO ZAKAZU, aby zadania te rozwiazywa¢ innymi jeszcze metodami,
byle poprawnymi.

Zgodnie 7z ustaleniami, wpisywanie ocen — w §rode, 15 czerwca 2005 roku
od 12:30 do 13:30 w Zaktadzie Logiki Stosowanej UAM na Waszej ulubionej
Miedzychodzkie;j.

Jerzy Pogonowsk: 13 czerwca 2005

Dopisek z 14 czerwea 2005: sprawdzitem wczoraj Wasze prace. W pierwszym odruchu chciatlem postapié
wedle zalecenia Wacltawa Mejbauma zawartego w jego Frotyku I1I w ksigzeczce Swinia na so$nie:

Mocny sznurek namydlié
Wezel zgrabny uladzi¢
Hak stalowy umocnié
Sznur zawiesié¢

Leb wsadzi¢.

Zamysl ten (moze ku Waszemu zalowi) porzucitem. Postanowitem zawierzyé, ze Wasze Pokolenie, za-
pewne nie bez waznego powodu chrzczone Wielkim Imieniem, wykaze sie ambicja intelektualna, godna
Europejczykéw od grubo ponad dwdch juz tysiacleci rozmilowanych w kulturze logiczne;j.

Uprzejmie zapraszam do Zaktadu Logiki Stosowanej UAM jutro, w podanym wyzej czasie. Nie zaszkodzi,
gdy porzucajac mlodzienicza dezynwolture intelektualna ubogacicie sie przed ta wizyta od$wiezonymi wiado-
mosciami z: wykladu, przeczytanych lektur i rozwiazanych semodzielnie w ciagu ostatnich miesiecy wielu
dziesiatkéw zadan.
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LOGIKA MATEMATYCZNA

Jezykoznawstwo i Informacja Naukowa UAM Egzamin 13 VI 2005
KONESERKI BUDYNIU z KOTA

1. Sprawdz, czy jest kontrtautologia KRZ: (p A =(q — p)) < ((-r — 1) — r).

Wystarczy zauwazy¢ (i sprawdzic!), ze lewy czlon tej rownowaznosci jest kontratautologia, a prawy
tautologia:

e Czlon lewy nie moze by¢ prawdziwy, poniewaz wtedy zaréwno p jak i =(¢ — p) bytoby prawda, a stad
q — p falszem, czyli ¢ byloby prawda, a p falszem — sprzecznoé¢. Zatem czlon lewy jest falszywy
przy kazdym warto$ciowaniu zmiennych.

e Czlon prawy nie moze by¢ falszywy, bo wtedy r byloby falszem, a —-r — r byloby prawdg, czyli
mieliby$my: =0 — 0 ma by¢ prawda, a przecie jest to (z tablic) 1 — 0, czyli falsz — sprzecznosé. Tak
wiec, czton prawy jest zawsze prawdziwy.

Zatem badana formuta, jako réwnowaznos¢ kontrtautologii oraz tautologii jest kontrtautologig.

Mozna tez oczywiscie rachowaé: a) metoda tabelkowa (wypelniajac 80 miejsc w tabeli) lub b) uzyé
ktorejs z metod nie wprost. Gdy wybierzesz b), to przypuszczasz, ze formula jest prawdziwa i po stosownych
rachunkach dochodzisz do sprzecznosci; np. drzewo semantyczne tej formuly ma wszystkie gatezie zamkniete.

Dla koneserek: lewy czlon tej réwnowaznosci jest rownowazny negacji prawa poprzednika, a prawy jest
jedna z postaci prawa Claviusa.

2. Sprawdz, czy jest wnioskowaniem dedukcyjnym: Nie dosé, psiako$é, ze wsréd Pierzastych nie ma
Myszastych, to jeszcze wsréd Ogoniastych sqg Pierzaste. Zatem nie wszystkie, na szczescie, Ogoniaste sq
Myszaste.

Jest to poprawny sylogizm. Jest wiele metod rozstrzygania, czy sylogizmy sa poprawne, np.: diagramy
Venna lub Carrolla, reguty ,filologiczne”, metody z KRP (np. drzewa semantyczne), itd. Dla dowartosciowa-
nia zajeé¢ prowadzonych przez moich wspoétpracownikéw, postuzmy sie prawami rachunku zbioréw.

Oznaczmy: M — Myszaste, P — Pierzaste, O — Ogoniaste. Schemat przestanki jest nastepujacy:
PNM=0ANONP # 0. Wniosek stwierdza, iz O — M # (. Pokazemy, ze O — M jest niepusty, bo ma
niepusty podzbiér. Mamy: PN M NO C PNM =0, wigc PN M NO = (podzbiér zbioru pustego jest
pusty). Dalej, ONP=(ONPNM)UONPNM)=0UOnNPNM). Stad ONPNM =0nNP #0.
Poniewaz ONPNM' CONM', wiecc ONM' #0,tj. O— M # (). Wnioskowanie jest dedukcyjne, wniosek
wynika logicznie z przestanek. Namaluj to, jakby powiedzial Joe Heller.

3. Sprawdz, czy jest semantycznie sprzecznym zbiorem formutl:
{fa—=—=p,r=@=W@—=p) s> —(@—@—>p)}

Bardzo latwe zadanie. Wystarczy zauwazyé, ze kazda z tych formul jest tautologia KRZ (bo jest imp-
likacja, ktorej nastepnikiem jest tautologia):

e ¢ — (p — p) nie moze by¢ falszywa, bo p — p jest tautologia; zatem ¢ — (p — p) jest tautologia;

e 7 — (¢ — (p — p)) nie moze by¢ falszywa, bo (jak ustaliliémy) ¢ — (p — p) jest tautologia; zatem
r— (¢ — (p — p)) jest tautologia;

e s — (r— (¢ — (p — p))) nie moze byé¢ falszywa, bo (jak ustaliliémy), r — (¢ — (p — p)) jest
tautologia; zatem s — (r — (¢ — (p — p))) jest tautologia.

Stad, rozwazany zbior formul jest semantycznie niesprzeczny. Nadto, kazda z tych formut jest
prawdziwa przy kazdym wartosciowaniu zmiennych.!

MozZna tez oczywiscie rachowaé: a) metoda tabelkows (160 miejsc w tabeli) albo b) ktéras z metod
nie wprost. Gdy wybierzesz a), to w ostatniej kolumnie dostaniesz wylacznie 1. Gdy wybierzesz b), to
przypuszczasz, ze wszystkie te formuly sa prawdziwe przy co najmniej jednym warto$ciowaniu zmiennych i po
stosownych rachunkach przekonujesz sie, ze sa one prawdziwe przy wszystkich wartodciowaniach zmiennych.

Mozna jeszcze prosciej: dla ¢ = r = s = 0 wszystkie te implikacje sa prawdziwe (bo maja wtedy falszywe poprzedniki).



4. Podaj przyklad interpretacji, w ktorej prawdziwa jest formula: JaVy R(y,x) — VyIz R(y, ).
[Nadobowigzkowe, dla ambitnych: sprawdz, czy ta formula jest tautologia KRP.]

Mam nadzieje, ze nikt sie nie obrazi: podana formuta, jako tautologia KRP, jest prawdziwa w kazdej
interpretacji. Cokolwiek wymy§lisz, bedzie dobre, o ile nie spaprzesz czegos w sformutowaniach.

Aby pokazac, ze ta formula jest tautologia KRP, wystarczy wykluczyé, aby jej negacja byta prawdziwa w
jakiejkolwiek interpretacji, tj. wystarczy pokazaé, ze drzewo semantyczne negacji tej formuly ma wszystkie
galezie zamkniete:

1.~

—(JaVy R(y, x) T Vydz R(y,z))
(1y) Javy f(y,m 2Ya
(1a) ~VyJz R(y,z) >
(2) Vy R(y,a) *™
(3) =3z R(b,x) >
(4) R(‘b,a)

|
(5) ~R(b,a)

5. Uzupelnij:

Prawo modus tollendo tollens ma nastepujaca postac:...((p — ¢) A ~q) — —p.

Spdjnikiem gtownym formuly jezyka KRZ nazywamy. . . ten jej spdjnik, ktéry nie wystepuje w zasiegu innego
spojnika w tej formule. Na przyklad, spojnikiem gtownym formuty p — (—¢ V r) jest —. Odnalezienie
spojnika gltownego dla formut w notacji infiksowej umozliwiaja nawiasy. W notacji polskiej spéjnik
gléwny jest pierwszym symbolem formuty: np. podana przed chwila formuta w notacji polskiej wyglada
tak: CpANqr.

Formuta o jezyka KRZ nie jest ani tautologia ani kontrtautologia KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy...przy
co najmniej jednym warto$ciowaniu zmiennych jest falszywa (czyli nie jest tautologia) oraz przy co
najmniej jednym wartosciowaniu zmiennych jest prawdziwa (czyli nie jest kontrtautologia).

Czy udalto Ci sie zapracowaé¢ na Twéj ulubiony BUDYN z KOTA? Smacznego!!!

WspPANIALYCH WaKAacJI!!!
Pogon
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KONESERKI KISIELU z KOoTA

1. Sprawdz, czy jest kontrtautologia KRZ: ((s — —s) — —s) <> (¢ A —(p — q)).

Wystarczy zauwazy¢ (i sprawdzic!), ze prawy czlon tej rownowaznosci jest kontratautologia, a lewy
tautologia:

e Czlon prawy nie moze by¢ prawdziwy, poniewaz wtedy zar6wno ¢ jak 1 =(p — ¢) byloby prawda, a stad
p — q falszem, czyli p byloby prawda, a ¢ falszem — sprzecznoéé. Zatem czlon prawy jest fatszywy
przy kazdym warto$ciowaniu zmiennych.

e Czlon lewy nie moze by¢ falszywy, bo wtedy s bytoby falszem, a —-s — s byloby prawda, czyli
mieliby$my: -0 — 0 ma byé prawda, a przecie jest to (z tablic) 1 — 0, czyli falsz — sprzecznosé.
Tak wiec, czlon lewy jest zawsze prawdziwy.

Zatem badana formuta, jako réwnowazno$¢ tautologii oraz kontrtautologii jest kontrtautologig.

Mozna tez oczywiscie rachowaé: a) metoda tabelkowa (wypelniajac 80 miejsc w tabeli) lub b) uzyé
ktorejs z metod nie wprost. Gdy wybierzesz b), to przypuszczasz, ze formula jest prawdziwa i po stosownych
rachunkach dochodzisz do sprzecznosci; np. drzewo semantyczne tej formuly ma wszystkie gatezie zamkniete.

Dla koneserek: prawy czlon tej réwnowaznosci jest rownowazny negacji prawa poprzednika, a lewy jest
jedna z postaci prawa Claviusa.

2. Sprawdz, czy jest wnioskowaniem dedukcyjnym: Chociaz pewne Myszaste sq¢ Pierzaste, to jednak,
niestety, zaden Pierzasty nie jest Ogoniasty. Nie kaidy Myszasty jest zatem Ogoniasty, of nie kazdy.

Jest to poprawny sylogizm. Jest wiele metod rozstrzygania, czy sylogizmy sa poprawne, np.: diagramy
Venna lub Carrolla, reguty ,filologiczne”, metody z KRP (np. drzewa semantyczne), itd. Dla dowartosciowa-
nia zaje¢ prowadzonych przez moich wspolpracownikéw, postuzmy sie prawami rachunku zbiordw.

Oznaczmy: M — Myszaste, P — Pierzaste, O — Ogoniaste. Schemat przestanki jest nastepujacy:
MNP #0APNO = (. Wniosek stwierdza, iz M — O # (. Pokazemy, ze M — O jest niepusty, bo ma
niepusty podzbiér. Mamy: M NPNO C PNO =0, awiecc MNPNO = (podzbiér zbioru pustego jest
pusty). Dalej, MNP =MNPNO)UMNPNO)=MNPNO'UP. Stad MNPNO' =MnNP #0.
Poniewaz MNPNO' C MNO', wiec MNO' # 0, tj. M —O # (. Wnioskowanie jest dedukcyjne, wniosek
wynika logicznie z przestanek. Namaluj to, jakby powiedzial Joe Heller.

3. Sprawdz, czy jest semantycznie sprzecznym zbiorem formut:
{pr—q¢ q—r, —~s—-r, 2sVp}

Bardzo latwe zadanie. Wystarczy zauwazyé¢, ze:
e —s — —r jest rownowazne 7 — s (na mocy odwrotnego prawa transpozycji);
e —sV p jest rownowazne z s — p (tez bylo na wyktadzie!).

Wtedy rozwiazanie sprowadza sie do znalezienia odpowiedzi na pytanie, czy zbidr:

{pr—=a¢q—r,r—ss5s—p}

jest semantycznie sprzeczny. Implikacje tworzace taki ,zamkniety lancuszek” beda wszystkie prawdziwe
zaréwno gdy p=q=r =s =1, jaki gdy p=q =1 = s = 0; aby to zajarzyé wystarczy pamietaé tabliczki i
wlaczy¢ myslenie szkolne (nawet bez turbo).> A zatem badany zbiér jest semantycznie niesprzeczny.

Mozna tez oczywiscie rachowaé: a) metoda tabelkows (208 miejsc w tabeli) lub b) ktoras z metod nie
wprost. Gdy wybierzesz a), to ustalisz, ze zarownodlap=¢=r=s=1jakidlap=g=r=s=0
wszystkie badane formuly sa prawdziwe. Gdy wybierzesz b), ustalisz to samo: np. jedynymi galeziami
otwartymi drzewa semantycznego dla koniunkcji wszystkich badanych formut beda te, na ktérych badz
p=gq=r=s=1,badip=q=r=s=0.

2Natomiast pokazanie, ze sa to jedyne wartosciowania, przy ktorych wszystkie te implikacje sa jednoczesnie prawdziwe,
wymaga (co prawda nietrudnego, ale jednak) uzasadnienia. Nie bylas o to pytana, wiec spoko.



4. Podaj przyklad interpretacji, w ktorej prawdziwa jest formuta: Jyve Q(y, z) — VaIy Q(y, ).
[Nadobowigzkowe, dla ambitnych: sprawdz, czy ta formula jest tautologia KRP.]

Mam nadzieje, ze nikt sie nie obrazi: podana formuta, jako tautologia KRP, jest prawdziwa w kazdej
interpretacji. Cokolwiek wymy§lisz, bedzie dobre, o ile nie spaprzesz czegos w sformutowaniach.

Aby pokazac, ze ta formula jest tautologia KRP, wystarczy wykluczyé, aby jej negacja byta prawdziwa w
jakiejkolwiek interpretacji, tj. wystarczy pokazaé, ze drzewo semantyczne negacji tej formuly ma wszystkie
galezie zamkniete:

-

—(3yvz Q(y, v) T Vz3y Qy, =) -
(1) ay\fxgy,x)
(1e) ~¥23y Q(y,z) >
(2) vV Q‘(a,w) b
(3) -3y Q‘(yyb) 5la
(4) Q(‘mb)

|
() ﬁQ(‘a, b)

X4,5

5. Uzupelnij:

Reguta modus ponendo ponens ma nastepujaca postac:. .. E=4-L,

Zmienna wolna danej formuly jezyka KRP to...zmienna, ktéra ma co najmniej jedno wolne wystapienie
w tej formule. Wystapienie wolne zmiennej w dormule to takie wystapienie, ktére nie znajduje sie
w zasiegu zadnego kwantyfikatora, pod ktorym podpisana jest ta zmienna. Na przykiad, w formule
Va (P(z,y) — 323y Q(z,y)) zmienna y jest wolna, poniewaz jej pierwsze z lewej wystapienie nie
znajduje sie w zasiegu kwantyfikatora z podpisana pod nim zmienng y.

Formuta « jezyka KRZ nie wynika logicznie z formuly § wtedy i tylko wtedy, gdy...istnieje co najmniej
jedno warto$ciowanie zmiennych zdaniowych, przy ktérym formula g jest prawdziwa, a formutla « jest
falszywa.

Czy udalo Ci sie zapracowa¢ na Twéj ulubiony KIsteL z KOTA? Smacznego!!!

WsPANIALYCH WAKACJI!!!
Pogon



