
Egzamin z Logiki Matematycznej
J¦zykoznawstwo i Informacja Naukowa UAM

Prawidªowe rozwi¡zania zada«

Szanowni Pa«stwo, tj. Drogie Dzieci,
zaª¡czam prawidªowe rozwi¡zania zada« z dzisiejszego egzaminu. Oczywi±cie,
Nie Byªo Zakazu, aby zadania te rozwi¡zywa¢ innymi jeszcze metodami,
byle poprawnymi.

Zgodnie z ustaleniami, wpisywanie ocen � w ±rod¦, 15 czerwca 2005 roku
od 12:30 do 13:30 w Zakªadzie Logiki Stosowanej UAM na Waszej ulubionej
Mi¦dzychodzkiej.

Jerzy Pogonowski 13 czerwca 2005

Dopisek z 14 czerwca 2005: sprawdziªem wczoraj Wasze prace. W pierwszym odruchu chciaªem post¡pi¢
wedle zalecenia Wacªawa Mejbauma zawartego w jego Erotyku III w ksi¡»eczce �winia na so±nie:

Mocny sznurek namydli¢
W¦zeª zgrabny uªadzi¢
Hak stalowy umocni¢
Sznur zawiesi¢
�eb wsadzi¢.

Zamysª ten (mo»e ku Waszemu »alowi) porzuciªem. Postanowiªem zawierzy¢, »e Wasze Pokolenie, za-
pewne nie bez wa»nego powodu chrzczone Wielkim Imieniem, wyka»e si¦ ambicj¡ intelektualn¡, godn¡
Europejczyków od grubo ponad dwóch ju» tysi¡cleci rozmiªowanych w kulturze logicznej.

Uprzejmie zapraszam do Zakªadu Logiki Stosowanej UAM jutro, w podanym wy»ej czasie. Nie zaszkodzi,
gdy porzucaj¡c mªodzie«cz¡ dezynwoltur¦ intelektualn¡ ubogacicie si¦ przed t¡ wizyt¡ od±wie»onymi wiado-
mo±ciami z: wykªadu, przeczytanych lektur i rozwi¡zanych samodzielnie w ci¡gu ostatnich miesi¦cy wielu
dziesi¡tków zada«.
jp



Logika Matematyczna

J¦zykoznawstwo i Informacja Naukowa UAM Egzamin 13 VI 2005
Koneserki Budyniu z Kota

1. Sprawd¹, czy jest kontrtautologi¡ KRZ: (p ∧ ¬(q → p)) ↔ ((¬r → r) → r).

Wystarczy zauwa»y¢ (i sprawdzi¢!), »e lewy czªon tej równowa»no±ci jest kontratautologi¡, a prawy
tautologi¡:

• Czªon lewy nie mo»e by¢ prawdziwy, poniewa» wtedy zarówno p jak i ¬(q → p) byªoby prawd¡, a st¡d
q → p faªszem, czyli q byªoby prawd¡, a p faªszem � sprzeczno±¢. Zatem czªon lewy jest faªszywy
przy ka»dym warto±ciowaniu zmiennych.

• Czªon prawy nie mo»e by¢ faªszywy, bo wtedy r byªoby faªszem, a ¬r → r byªoby prawd¡, czyli
mieliby±my: ¬0 → 0 ma by¢ prawd¡, a przecie jest to (z tablic) 1 → 0, czyli faªsz � sprzeczno±¢. Tak
wi¦c, czªon prawy jest zawsze prawdziwy.

Zatem badana formuªa, jako równowa»no±¢ kontrtautologii oraz tautologii jest kontrtautologi¡.
Mo»na te» oczywi±cie rachowa¢: a) metod¡ tabelkow¡ (wypeªniaj¡c 80 miejsc w tabeli) lub b) u»y¢

której± z metod nie wprost. Gdy wybierzesz b), to przypuszczasz, »e formuªa jest prawdziwa i po stosownych
rachunkach dochodzisz do sprzeczno±ci; np. drzewo semantyczne tej formuªy ma wszystkie gaª¦zie zamkni¦te.

Dla koneserek: lewy czªon tej równowa»no±ci jest równowa»ny negacji prawa poprzednika, a prawy jest
jedn¡ z postaci prawa Claviusa.

2. Sprawd¹, czy jest wnioskowaniem dedukcyjnym: Nie do±¢, psiako±¢, »e w±ród Pierzastych nie ma
Myszastych, to jeszcze w±ród Ogoniastych s¡ Pierzaste. Zatem nie wszystkie, na szcz¦±cie, Ogoniaste s¡
Myszaste.

Jest to poprawny sylogizm. Jest wiele metod rozstrzygania, czy sylogizmy s¡ poprawne, np.: diagramy
Venna lub Carrolla, reguªy ��lologiczne�, metody z KRP (np. drzewa semantyczne), itd. Dla dowarto±ciowa-
nia zaj¦¢ prowadzonych przez moich wspóªpracowników, posªu»my si¦ prawami rachunku zbiorów.

Oznaczmy: M � Myszaste, P � Pierzaste, O � Ogoniaste. Schemat przesªanki jest nast¦puj¡cy:
P ∩ M = ∅ ∧ O ∩ P 6= ∅. Wniosek stwierdza, i» O − M 6= ∅. Poka»emy, »e O − M jest niepusty, bo ma
niepusty podzbiór. Mamy: P ∩M ∩ O ⊆ P ∩M = ∅, wi¦c P ∩M ∩ O = ∅ (podzbiór zbioru pustego jest
pusty). Dalej, O ∩ P = (O ∩ P ∩M) ∪ (O ∩ P ∩M ′) = ∅ ∪ (O ∩ P ∩M ′). St¡d O ∩ P ∩M ′ = O ∩ P 6= ∅.
Poniewa» O∩P ∩M ′ ⊆ O∩M ′, wi¦c O∩M ′ 6= ∅, tj. O−M 6= ∅. Wnioskowanie jest dedukcyjne, wniosek
wynika logicznie z przesªanek. Namaluj to, jakby powiedziaª Joe Heller.

3. Sprawd¹, czy jest semantycznie sprzecznym zbiorem formuª:
{ q → (p → p), r → (q → (p → p)), s → (r → (q → (p → p))) }.
Bardzo ªatwe zadanie. Wystarczy zauwa»y¢, »e ka»da z tych formuª jest tautologi¡ KRZ (bo jest imp-

likacj¡, której nast¦pnikiem jest tautologia):

• q → (p → p) nie mo»e by¢ faªszywa, bo p → p jest tautologi¡; zatem q → (p → p) jest tautologi¡;

• r → (q → (p → p)) nie mo»e by¢ faªszywa, bo (jak ustalili±my) q → (p → p) jest tautologi¡; zatem
r → (q → (p → p)) jest tautologi¡;

• s → (r → (q → (p → p))) nie mo»e by¢ faªszywa, bo (jak ustalili±my), r → (q → (p → p)) jest
tautologi¡; zatem s → (r → (q → (p → p))) jest tautologi¡.

St¡d, rozwa»any zbiór formuª jest semantycznie niesprzeczny. Nadto, ka»da z tych formuª jest
prawdziwa przy ka»dym warto±ciowaniu zmiennych.1

Mo»na te» oczywi±cie rachowa¢: a) metod¡ tabelkow¡ (160 miejsc w tabeli) albo b) któr¡± z metod
nie wprost. Gdy wybierzesz a), to w ostatniej kolumnie dostaniesz wyª¡cznie 1. Gdy wybierzesz b), to
przypuszczasz, »e wszystkie te formuªy s¡ prawdziwe przy co najmniej jednym warto±ciowaniu zmiennych i po
stosownych rachunkach przekonujesz si¦, »e s¡ one prawdziwe przy wszystkich warto±ciowaniach zmiennych.

1Mo»na jeszcze pro±ciej: dla q = r = s = 0 wszystkie te implikacje s¡ prawdziwe (bo maj¡ wtedy faªszywe poprzedniki).



4. Podaj przykªad interpretacji, w której prawdziwa jest formuªa: ∃x∀y R(y, x) → ∀y∃x R(y, x).
[Nadobowi¡zkowe, dla ambitnych: sprawd¹, czy ta formuªa jest tautologi¡ KRP.]

Mam nadziej¦, »e nikt si¦ nie obrazi: podana formuªa, jako tautologia KRP, jest prawdziwa w ka»dej
interpretacji. Cokolwiek wymy±lisz, b¦dzie dobre, o ile nie spaprzesz czego± w sformuªowaniach.

Aby pokaza¢, »e ta formuªa jest tautologi¡ KRP, wystarczy wykluczy¢, aby jej negacja byªa prawdziwa w
jakiejkolwiek interpretacji, tj. wystarczy pokaza¢, »e drzewo semantyczne negacji tej formuªy ma wszystkie
gaª¦zie zamkni¦te:

¬(∃x∀y R(y, x) → ∀y∃x R(y, x)) 1.¬→

(1g) ∃x∀y R(y, x) 2.
√

a

(1d) ¬∀y∃x R(y, x) 3.
√

b

(2) ∀y R(y, a) 4.?b

(3) ¬∃x R(b, x) 5.?a

(4) R(b, a)

(5) ¬R(b, a)

×4,5

5. Uzupeªnij:

Prawo modus tollendo tollens ma nast¦puj¡c¡ posta¢:. . . ((p → q) ∧ ¬q) → ¬p.

Spójnikiem gªównym formuªy j¦zyka KRZ nazywamy. . . ten jej spójnik, który nie wyst¦puje w zasi¦gu innego
spójnika w tej formule. Na przykªad, spójnikiem gªównym formuªy p → (¬q ∨ r) jest →. Odnalezienie
spójnika gªównego dla formuª w notacji in�ksowej umo»liwiaj¡ nawiasy. W notacji polskiej spójnik
gªówny jest pierwszym symbolem formuªy: np. podana przed chwil¡ formuªa w notacji polskiej wygl¡da
tak: CpANqr.

Formuªa α j¦zyka KRZ nie jest ani tautologi¡ ani kontrtautologi¡ KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy. . . przy
co najmniej jednym warto±ciowaniu zmiennych jest faªszywa (czyli nie jest tautologi¡) oraz przy co
najmniej jednym warto±ciowaniu zmiennych jest prawdziwa (czyli nie jest kontrtautologi¡).

Czy udaªo Ci si¦ zapracowa¢ na Twój ulubiony Budy« z Kota? Smacznego!!!

Wspaniaªych Wakacji!!!
Pogon



Logika Matematyczna

J¦zykoznawstwo i Informacja Naukowa UAM Egzamin 13 VI 2005
Koneserki Kisielu z Kota

1. Sprawd¹, czy jest kontrtautologi¡ KRZ: ((s → ¬s) → ¬s) ↔ (q ∧ ¬(p → q)).

Wystarczy zauwa»y¢ (i sprawdzi¢!), »e prawy czªon tej równowa»no±ci jest kontratautologi¡, a lewy
tautologi¡:

• Czªon prawy nie mo»e by¢ prawdziwy, poniewa» wtedy zarówno q jak i ¬(p → q) byªoby prawd¡, a st¡d
p → q faªszem, czyli p byªoby prawd¡, a q faªszem � sprzeczno±¢. Zatem czªon prawy jest faªszywy
przy ka»dym warto±ciowaniu zmiennych.

• Czªon lewy nie mo»e by¢ faªszywy, bo wtedy s byªoby faªszem, a ¬s → s byªoby prawd¡, czyli
mieliby±my: ¬0 → 0 ma by¢ prawd¡, a przecie jest to (z tablic) 1 → 0, czyli faªsz � sprzeczno±¢.
Tak wi¦c, czªon lewy jest zawsze prawdziwy.

Zatem badana formuªa, jako równowa»no±¢ tautologii oraz kontrtautologii jest kontrtautologi¡.
Mo»na te» oczywi±cie rachowa¢: a) metod¡ tabelkow¡ (wypeªniaj¡c 80 miejsc w tabeli) lub b) u»y¢

której± z metod nie wprost. Gdy wybierzesz b), to przypuszczasz, »e formuªa jest prawdziwa i po stosownych
rachunkach dochodzisz do sprzeczno±ci; np. drzewo semantyczne tej formuªy ma wszystkie gaª¦zie zamkni¦te.

Dla koneserek: prawy czªon tej równowa»no±ci jest równowa»ny negacji prawa poprzednika, a lewy jest
jedn¡ z postaci prawa Claviusa.

2. Sprawd¹, czy jest wnioskowaniem dedukcyjnym: Chocia» pewne Myszaste s¡ Pierzaste, to jednak,
niestety, »aden Pierzasty nie jest Ogoniasty. Nie ka»dy Myszasty jest zatem Ogoniasty, oj nie ka»dy.

Jest to poprawny sylogizm. Jest wiele metod rozstrzygania, czy sylogizmy s¡ poprawne, np.: diagramy
Venna lub Carrolla, reguªy ��lologiczne�, metody z KRP (np. drzewa semantyczne), itd. Dla dowarto±ciowa-
nia zaj¦¢ prowadzonych przez moich wspóªpracowników, posªu»my si¦ prawami rachunku zbiorów.

Oznaczmy: M � Myszaste, P � Pierzaste, O � Ogoniaste. Schemat przesªanki jest nast¦puj¡cy:
M ∩ P 6= ∅ ∧ P ∩ O = ∅. Wniosek stwierdza, i» M − O 6= ∅. Poka»emy, »e M − O jest niepusty, bo ma
niepusty podzbiór. Mamy: M ∩ P ∩ O ⊆ P ∩ O = ∅, a wi¦c M ∩ P ∩ O = ∅ (podzbiór zbioru pustego jest
pusty). Dalej, M ∩ P = (M ∩ P ∩ O′) ∪ (M ∩ P ∩ O) = M ∩ P ∩ O′ ∪ ∅. St¡d M ∩ P ∩ O′ = M ∩ P 6= ∅.
Poniewa» M ∩P ∩O′ ⊆ M ∩O′, wi¦c M ∩O′ 6= ∅, tj. M −O 6= ∅. Wnioskowanie jest dedukcyjne, wniosek
wynika logicznie z przesªanek. Namaluj to, jakby powiedziaª Joe Heller.

3. Sprawd¹, czy jest semantycznie sprzecznym zbiorem formuª:
{ p → q, q → r, ¬s → ¬r, ¬s ∨ p }.
Bardzo ªatwe zadanie. Wystarczy zauwa»y¢, »e:

• ¬s → ¬r jest równowa»ne r → s (na mocy odwrotnego prawa transpozycji);

• ¬s ∨ p jest równowa»ne z s → p (te» byªo na wykªadzie!).

Wtedy rozwi¡zanie sprowadza si¦ do znalezienia odpowiedzi na pytanie, czy zbiór:

{ p → q, q → r, r → s, s → p }
jest semantycznie sprzeczny. Implikacje tworz¡ce taki �zamkni¦ty ªa«cuszek� b¦d¡ wszystkie prawdziwe
zarówno gdy p = q = r = s = 1, jak i gdy p = q = r = s = 0; aby to zajarzy¢ wystarczy pami¦ta¢ tabliczki i
wª¡czy¢ my±lenie szkolne (nawet bez turbo).2 A zatem badany zbiór jest semantycznie niesprzeczny.

Mo»na te» oczywi±cie rachowa¢: a) metod¡ tabelkow¡ (208 miejsc w tabeli) lub b) któr¡± z metod nie
wprost. Gdy wybierzesz a), to ustalisz, »e zarówno dla p = q = r = s = 1, jak i dla p = q = r = s = 0
wszystkie badane formuªy s¡ prawdziwe. Gdy wybierzesz b), ustalisz to samo: np. jedynymi gaª¦ziami
otwartymi drzewa semantycznego dla koniunkcji wszystkich badanych formuª b¦d¡ te, na których b¡d¹
p = q = r = s = 1, b¡d¹ p = q = r = s = 0.

2Natomiast pokazanie, »e s¡ to jedyne warto±ciowania, przy których wszystkie te implikacje s¡ jednocze±nie prawdziwe,
wymaga (co prawda nietrudnego, ale jednak) uzasadnienia. Nie byªa± o to pytana, wi¦c spoko.



4. Podaj przykªad interpretacji, w której prawdziwa jest formuªa: ∃y∀x Q(y, x) → ∀x∃y Q(y, x).
[Nadobowi¡zkowe, dla ambitnych: sprawd¹, czy ta formuªa jest tautologi¡ KRP.]

Mam nadziej¦, »e nikt si¦ nie obrazi: podana formuªa, jako tautologia KRP, jest prawdziwa w ka»dej
interpretacji. Cokolwiek wymy±lisz, b¦dzie dobre, o ile nie spaprzesz czego± w sformuªowaniach.

Aby pokaza¢, »e ta formuªa jest tautologi¡ KRP, wystarczy wykluczy¢, aby jej negacja byªa prawdziwa w
jakiejkolwiek interpretacji, tj. wystarczy pokaza¢, »e drzewo semantyczne negacji tej formuªy ma wszystkie
gaª¦zie zamkni¦te:

¬(∃y∀x Q(y, x) → ∀x∃y Q(y, x)) 1.¬→

(1g) ∃y∀x Q(y, x) 2.
√

a

(1d) ¬∀x∃y Q(y, x) 3.
√

b

(2) ∀x Q(a, x) 4.?b

(3) ¬∃y Q(y, b) 5.?a

(4) Q(a, b)

(5) ¬Q(a, b)

×4,5

5. Uzupeªnij:

Reguªa modus ponendo ponens ma nast¦puj¡c¡ posta¢:. . . p→q, p
q .

Zmienna wolna danej formuªy j¦zyka KRP to. . . zmienna, która ma co najmniej jedno wolne wyst¡pienie
w tej formule. Wyst¡pienie wolne zmiennej w dormule to takie wyst¡pienie, które nie znajduje si¦
w zasi¦gu »adnego kwanty�katora, pod którym podpisana jest ta zmienna. Na przykªad, w formule
∀x (P (x, y) → ∃z∃y Q(z, y)) zmienna y jest wolna, poniewa» jej pierwsze z lewej wyst¡pienie nie
znajduje si¦ w zasi¦gu kwanty�katora z podpisan¡ pod nim zmienn¡ y.

Formuªa α j¦zyka KRZ nie wynika logicznie z formuªy β wtedy i tylko wtedy, gdy. . . istnieje co najmniej
jedno warto±ciowanie zmiennych zdaniowych, przy którym formuªa β jest prawdziwa, a formuªa α jest
faªszywa.

Czy udaªo Ci si¦ zapracowa¢ na Twój ulubiony Kisiel z Kota? Smacznego!!!

Wspaniaªych Wakacji!!!
Pogon


