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Dzisiejszy wyktad ma dwa zasadnicze cele:

1. Sformutowanie i udowodnienie kilku twierdzefi dotyczacych operacji r6z-
niczkowania.

2. Wykorzystanie dotad wprowadzonych pojeé i twierdzen do badania prze-
biegu zmiennosci funkcji (rzeczywistej jednej zmiennej).

Przypomnimy niektére pojecia, znane stuchaczom ze szkoty: np. ekstrema lo-
kalne funkcji. Podamy warunki konieczne i wystarczajace istnienia ekstremum.
Znajdowanie ekstreméw lokalnych to wazne zagadnienie z punktu widzenia zasto-
sowafi: w praktyce bardzo czesto interesujemy sig, kiedy jaka$ wielkoS¢, opisujaca
badang zalezno$¢, przyjmuje warto$¢ minimalng lub maksymalna.

1 Ekstrema lokalne

Zatézmy, ze funkcja f o wartoSciach rzeczywistych jest okreslona w jakims$ oto-
czeniu punktu z¢ € R, czyli w pewnym przedziale otwartym (zo — a,xo + a),
gdzie a > 0. Méwimy, ze funkcja f ma w punkcie xq:

1. maksimum lokalne, gdy istnieje liczba § > 0 taka, iz: jesli |z — x¢| < 6, to

f(x) < f(@o);

2. minimum lokalne, gdy istnieje liczba § > 0 taka, iz: jesli |z — z¢| < 9, to

f(@) = f(zo).



Maksima oraz minima lokalne nazywamy ekstremami lokalnymi funkcji. Okre-
Slone wyzej ekstrema nazywa si¢ czasem ekstremami niewtasciwymi. Ponadto, mo-
wimy, ze funkcja f ma w punkcie xg:

1. maksimum lokalne wiasciwe, gdy istnieje liczba § > 0 taka, iz:

jezeli |x — xo| < d,t0 f(z) < f(xo);

2. minimum lokalne wtasciwe, gdy istnieje liczba § > 0 taka, iz:

jezeli |x — xg| < d,to f(x) > f(xo).

W analogiczny sposéb definiujemy ekstrema lokalne funkcji o warto$ciach rze-
czywistych, okres§lonych w dowolnych przestrzeniach metrycznych.
PRZYKELADY.

1. Funkcja f(x —x? + 5 ma maksimum lokalne w punkcie zo = 0.

(z) =
2. Funkcja f(z) = | — 2| ma minimum lokalne w punkcie xg = 2.
(z) =

3. Funkcja f(z) = sin z nie ma ekstremum lokalnego w przedziale (—7), 7).

4. Funkcja f(z) = cos x ma maksimum lokalne w kazdym punkcie x = 2-n-7
dlan € Z oraz minimum lokalne w kazdym punkcie z = (2-n+ 1) - w dla
n € Z.

Warunek konieczny istnienia ekstremum podaje nastgpujace twierdzenie:

TWIERDZENIE. Jesli funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu xg i
rozniczkowalna w punkcie xg oraz posiada ekstremum lokalne w punkcie xq, to
f'(zo) = 0.
DowOD. Zatézmy, ze f ma maksimum lokalne w punkcie zy. Na mocy definicji
maksimum lokalnego, istnieje § > 0 taka, ze dla |h| < ¢ zachodzi nier6wnos$¢
f(zo + h) < f(xo), co jest rtéwnoznaczne z tym, ze f(xg + h) — f(zo) < 0.
Rozwazamy dwa przypadki:

1. h > 0. Wtedy: % 0, a zatem
. zo+h)—f(x
hg%l+ f( 0+})L f( O)Zf/( 0) <0.

2. h < 0. Wtedy: M 0, a zatem

hli%l— f(u’vo-i-h})l—f( = f'(z0) > 0.

WV



Obie te nieréwnosci daja tacznie f’(z) = 0. Dla przypadku, gdy w ¢ funkcja
f ma minimum lokalne dowdéd przebiega w analogiczny sposéb.

Ekstrema lokalne odpowiadaja zatem pewnym wyréznionym warto§ciom funk-
cji. Przebieg zmiennoS$ci funkcji charakteryzujq inne jeszcze pojecia, np.: jej punkty
przegiecia, jej punkty nieciqgtosci, przedzialy, w ktorych jest ona monotoniczna,
wypukta, wklesta, jej asymptoty. Podamy teraz stosowne definicje, charakteryzujac
pSZniej wprowadzone pojecia odpowiednimi twierdzeniami.

2 Punkty przegiecia i asymptoty

O monotonicznosci, wklestosci, wypuktosci funkcji méwiliSmy juz poprzednio —
stuchacze zechca przypomnieé sobie stosowne definicje.

Przypominamy tez, ze réwnanie stycznej do krzywej y = f(z) w punkcie
xo ma jedna z nastgpujacych postaci (co wynika bezposrednio z definicji ilorazu
réznicowego funkcji w punkcie zg):

Loy = f'(xo) - =+ f(xo) — f'(x0) - 20, gdy | f'(w0)] < 00
2. y = zq, gdy | f'(20)| = oo.

Nastgpne dwa pojecia dotycza tego, jak — intuicyjnie méwiac — wije si¢ i za-
kreca wykres funkcji.

1. Punkt przegigcia. Zat6zmy, ze funkcja f ma pochodna f'(z() w punkcie x.
Méwimy, ze krzywa y = f(x) ma w punkcie xg punkt przegiecia, gdy: albo
|f(x0)| = occalbo |f/(x0)| < oo orazistnieje § > 0 taka, zedla0 < |h| < §
zachodzi jeden z nastgpujacych przypadkow:

@ f'(zo+h)+ f(xo) = f(x0) 20 < f(xo+h)dlah > 0oraz f'(zo+
B+ £ (o) — f'(z0) %0 > f(zo + h) dla b < 0
(w tym przypadku méwimy, ze krzywa y = f(x) przewija sig¢ spod
stycznej nad stycznq).

() f'(wo+h)+ f(xo) — f'(x0) -xo = f(xo+ h)dlah > 0oraz f'(xg+
h)+ f(zo) — f'(xo) - xo < f(xo+ h)dlah <0
(w tym przypadku méwimy, ze krzywa y = f(x) przewija si¢ znad
stycznej pod styczng).

2. Asymptoty. Rozwazamy kilka rodzajéw asymptot: ukosne (w tym: poziome)
oraz pionowe, pionowe lewostronne oraz pionowe prawostronne).



(a) Zalézmy, ze funkcja f jest okreslona w przedziale niewtasciwym (¢, c0),
gdzie ¢ € R. Méwimy, ze prosta y = a - « + b jest asymptotq ukosnq
Sfunkcji f przy @ — 400, gdy 1ir+n (f(x) —a-x —b) =0. Méwimy,

T—r+00
ze prosta y = a - x + b jest asymptotq ukosnq funkcji f przy x — —o0,
gdy lim (f(x)—a-x—0)=0.
Tr—r—00

(b) Zatézmy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu (zo—d, 29+
) punktu xg, za wyjatkiem punktu xo. Méwimy, ze funkcja f ma

asymptote pionowq © = xo w punkcie xg, gdy: lim f(z) = +oo
T—TQ
lub lim f(z) = —o0.
T—ITQ

(c) Zat6zmy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu (g — 9, xo)
punktu zg. Méwimy, ze funkcja f ma lewostronng asymptotg pionowq
T = xg w punkcie xg, gdy:
lim f(z)=4ocolub lim f(x)= —o0.
=T =T
(d) Zat6zmy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu (g, o +9)
punktu xg. Méwimy, ze funkcja f ma prawostronng asymptote pio-
nowq x = xg w punkcie xg, gdy:
lim f(z)=+oolub lim f(z)= —oc.

+ +
I—)CEO I—>1’0

Pod koniec wyktadu dowiemy sig, jak wyznacza¢ punkty przegigcia oraz asymp-
toty.
PRZYKLADY.

1. Punkt 29 = 0 jest punktem przegigcia krzywej o réwnaniu f(z) = 3.

2. Funkcja f(z) = 22 nie ma punktéw przegiecia.
3. Asymptotami funkcji f(x) = % sq proste o rownaniach y = 0 oraz x = 0.
4. Asymptotami funkcji f(z) = i + x sa proste o réwnaniach y = x oraz

z = 0.

3 Twierdzenia o wartoSci Sredniej

Twierdzenia o wartosci Sredniej — oprocz tego, ze sa interesujace same w sobie —
pozwalaja na wykorzystanie pochodnych w badaniu przebiegu zmiennosci funkcji.



3.1 Twierdzenie Rolle’a

TWIERDZENIE ROLLE’ A. JezZeli funkcja f jest ciqgta w przedziale [a, ] i réZnicz-
kowalna w kazdym punkcie nalezqcym do przedziatu (a,b), a ponadto f(a) =
f(b), to ismieje punkt xo € (a,b) taki, ze f'(xo) = 0.

DOWOD. Gdyby funkcja f byta stata w przedziale [a, b], to mielibySmy automa-
tycznie f'(x) = 0 dla wszystkich x € (a,b). Rozwazamy zatem przypadek, gdy
f nie jest stata w przedziale [a,b]. Wtedy f przyjmuje w (a,b) wartoSci rézne
od f(a): wigksze lub mniejsze od f(a). Rozwazmy t¢ pierwsza mozliwos¢ (drugi
przypadek jest analogiczny). Poniewaz f jest z zalozenia ciagta w przedziale [a, b],
wigc osiaga swoj kres gérny w [a, b]. Oznacza to, ze istnieje punkt xg € [a, b
taki, ze f(xg) = sup f(x). Skoro f przyjmuje wartosci wigksze od f(a), to

a<z<b

zo € (a,b). Oznacza to, ze f ma w zp maksimum lokalne. Z udowodnionego
powyzej twierdzenia (warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego) mamy
wige: f/(zg) = 0.

W interpretacji geometrycznej twierdzenie Rolle’a glosi, ze przy zalozeniu
réwnosci wartosci funkcji na koficach przedzialu wewnatrz tego przedziatu istnieje
punkt z taki, ze styczna do krzywej f(x) przechodzaca przez punkt (xg, f(xo))
jest rownolegla do osi odcigtych.

3.2 Twierdzenie Lagrange’a

TWIERDZENIE LAGRANGE’ A. JeZeli funkcja f jest ciqgta w przedziale |a, b] i réz-
niczkowalna w kazdym punkcie nalezqcym do przedziatu (a,b), a ponadto f(a) =
f(b), to istnieje punkt xo € (a,b) taki, Ze:

Fb) = fla)

f'(wo) = b—a

DOWOD. Niech ¢t = W. Wtedy funkcja g(x) = f(x)—t-x spetnia zatozenia

twierdzenia Rolle’a. Istnieje zatem punkt zo € (a, b) taki, ze ¢'(zp) = 0. Poniewaz

g(x) = f'(x) = t. wige: 0 = g'(z0) = f'(w0) — b, czyli f'(wo) = ¢ = LG,
W interpretacji geometrycznej teza powyzszego twierdzenia gtosi, ze styczna
do krzywej f(x) przechodzaca przez punkt (g, f(z¢)) jest rtéwnolegta do siecznej

taczacej punkty (a, f(a)) oraz (b, f(b)).
3.3 Twierdzenie Cauchy’ego

TWIERDZENIE CAUCHY EGO. JezZeli funkcje f i g sq ciqgte w przedziale |a, b
oraz rézniczkowalne w kazdym punkcie nalezqcym do przedziatu (a,b), a ponadto



g (x) # 0dla x € (a,b), to istnieje punkt x¢ € (a,b) taki, Ze:

f'(zo) _ f(b) — f(a)
g (x0)  g(b) —gla)’

DOWOD. Niech t = %. Wtedy funkcja h(x) = f(x) — t - g(x) spetnia

zalozenia twierdzenia Rolle’a. Istnieje zatem punkt o € (a, b) taki, ze ' (z¢) = 0.
Poniewaz h/(x) = f'(z) —t - ¢'(x), wiec f'(xg) — t - ¢'(xo) = 0, co oznacza, ze:
[lwo) _ 4 J(0)=f(a)

en) )"

~ 9(b)-gla
To twierdzenie bedzie wykorzystane przy badaniu tzw. symboli nieoznaczo-

nych.

3.4 Monotonicznos¢ funkcji

Pojecie pochodnej pozwala na podanie warunkéw wystarczajacych i koniecznych
monotoniczno$ci funkcji, co ustala nastgpujace twierdzenie:

TWIERDZENIE. Zatozmy, Ze funkcja f jest rozniczkowalna w kazdym punkcie prze-
dziatu (a,b). Wtedy:

1. f jest niemalejgca w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) = 0w (a,b).
2. f jest nierosngca w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy f'(x) < 0w (a,b).

Ponadto, jesli f'(x) > 0w (a,b), to f jest Scisle rosngca w (a,b), natomiast
jesli f'(x) < 0w (a,b), to f jest scisle malejaca w (a,b).
DowOD. Udowodnimy punkt 1 (dowdd czgéci 2 otrzymaé mozna z tego dowodu,
rozwazajac funkcje — f).

Zatézmy najpierw, ze f'(z) > 0 w (a,b). Niech a < z1 < x3 < b. Na mocy
twierdzenia Lagrange’a istnieje punkt z¢ € (a, b) taki, ze:

flx2) = fz1) = (w2 — x1) - f'(20).

Poniewaz f'(xo) > 0, wigc: f(z2) — f(xz1) > 0, czyli f jest niemalejaca w (a, b).
Gdy zamiast f'(z) > 0 w (a, b) zatozymy, ze f'(x) > 0w (a,b), to f'(zg) > 0, a
to oznacza, ze f(x2) — f(x1) > 0, czyli f jest rosnaca w (a, b).

Zatézmy z kolei, ze f jest niemalejaca w (a,b) i niech g € (a,b). Wtedy
mamy:

Vv

1. Jesli h > 0, to f(zo+ h) — f(zo) > 0.

2. Jeslih < 0,to f(zo+ h) — f(xo) <O0.



Dla dostatecznie matego (co do wartosci bezwzglednej) h % 0 mamy wigc

zawsze M > 0. W konsekwencji:

oo = i (D S0

3.5 Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego podaje nastgpujace twier-
dzenie:

TWIERDZENIE. Zatéimy, Ze funkcja f jest roZniczkowalna w pewnym otoczeniu
punktu xg. Wtedy:

1. Jezeli istnieje § > 0 taka, Ze f'(x) > 0dla x € (9 — §,x0) oraz f'(x) <0
dla x € (xg,x0 + 0), to funkcja f ma maksimum lokalne w punkcie x.

2. Jezeli ismieje 6 > 0 taka, Ze f'(x) < 0dlax € (xg — 6, x0) oraz f'(x) >0
dla x € (xg, 0 + 0), to funkcja f ma minimum lokalne w punkcie x.

DowoOD. Udowodnimy przypadek pierwszy, pozostawiajac stuchaczom przyjem-
nos$¢ samodzielnego (lub wspdlnego z kolezanka/kolega) zmierzenia si¢ z uzasad-
nieniem przypadku drugiego.

Niech zachodza zatozenia punktu 1. Wtedy, na mocy przed chwila udowod-
nionego twierdzenia, funkcja f jest niemalejaca w przedziale (z¢ — 0, () oraz
nierosnaca w przedziale (zg, g + 0).

1. Dlaz € (z¢g — d,20) oraz 0 < h < xp — x otrzymujemy nier6wnos¢:
f(x) < f(xo — h). Poniewaz f jest ciagta w punkcie zg, wigc f(x) <
lim f(zo—h) = f(zo)
h—0+

2. Dlaxz € (xg,x9 + 0) oraz 0 < h < x — x( otrzymujemy nieréwnos¢:
f(z) = f(xo — h). W konsekwencji: f(xo) = lim+ f(zo+h) > f(x).
h—0

PokazaliSmy zatem, ze f(z) < f(zo) dlaz € (zg — §, 29 + J), co oznacza, ze
funkcja f ma maksimum lokalne w punkcie xg.

4 Symbole nieoznaczone i regula de I’Hospitala

Z oméwionych wyzej twierdzefi o wartoSci Sredniej mamy wiele pozytkéw. Mig-
dzy innymi, pozwalaja one uzasadnié regulg¢ postgpowania z wyrazeniami, zawie-
rajacymi granice, ktérych obliczenie nie jest — na pierwszy rzut oka — oczywiste.



Tak jest np. w sytuacjach, gdy otrzymujemy wyrazenie ulamkowe, w ktérym licz-
nik oraz mianownik daza do zera, lub licznik i mianownik daza do nieskonczono-
Sci. Procedure postgpowania w takich przypadkach opisuje reguta de I’Hospitala.
Zachodza mianowicie nastgpujace twierdzenia:

1. Zat6zmy, ze funkcje f i g sa ciagte w przedziale [z, zo + 0], gdzie 6 > 0
oraz r6zniczkowalne we wszystkich punktach przedziatu otwartego (z, o+

J). Zatézmy tez, ze f(xp) = g(wg) = 0 oraz g(x) # 0 dla wszystkich

x € (o, o + 9). Jezeli istnieje granica prawostronna hm Flz ,E g to istnieje

:D~>:r

réwniez granica prawostronna lim f; Ew)) i zachodzi réwnos¢:
+

Cl?‘):BO

lim /(@) = lim f'()

—>x3’ g(ft) x—ma' g/(l‘)‘

Twierdzenie pozostaje prawdziwe, jesli w jego sformutowaniu zastapimy
przedziat [zg, xo + 0] przedzialem [z — 0, x|, a granice prawostronne przy
T — acar granicami lewostronnymi przy r — x .

2. Zalézmy, ze funkcje f i g sa ciagle w przedziale niewtasciwym (a, c0), gdzie
a > 0 oraz rézniczkowalne we wszystkich punktach tego przedziatu. Za-
t6zmy tez, ze ILm f(z) = lim g(:n) = O oraz g(x) # 0 dlaz € (a,o0).

T—00

Jezeli istnieje granica lim w to istnieje takze granica lim &) oraz za-

lim M = lim f(z)
a=00 g(x)  @=o0 g'(x)

chodzi rownos¢:

3. Zatézmy, ze funkcje f i g sa ciagte w przedziale (zg, zo + ¢), gdzie 6 > 0
oraz rézniczkowalne we wszystkich punktach tego przedziatu. Zat6zmy tez,
ze hm f(z) = hm g(x) = oo oraz g(x) # 0dlaz € (xg,z9 + 9).

f'(x)

Jesli istnieje granica prawostronna lim )

1‘%1‘

to istnieje rowniez granica

prawostronna lim
r—ad

£ é g 1 zachodzi ré6wnosS¢:

o f@) )

Tz g(x) z—ad g (x)

Twierdzenie pozostaje prawdziwe, jesli w jego sformutowaniu zastapimy
przedziat (xg, xo + 0) przedziatem (xo — 9, x¢), a granice prawostronne przy
T — a:;)r granicami lewostronnymi przy r — 1z .



4. Zat6zmy, ze funkcje f i g sa ciagle w przedziale [z, xo + 6], gdzie § > 0
i maja ciagte pochodne az do rzgdu n — 1 w tym przedziale oraz ich n-te
pochodne sg skoriczone w kazdym punkcie przedziatu otwartego (zg, o +
8). Zatézmy tez, ze dla 0 < k < n—1mamy ¢¥)(z) # Odlaz € (29, zo+9)
oraz ze zachodza réwnosci:

flzo) = f'(o) = ... = f™D(xg) = 0,
g(x0) = g'(x0) = ... = gV (w) = 0.
P . . £ () C . .
Jesli istnieje granica prawostronna lim (. L0 Istnieje tez granica pra-
ezt 9@
wostronna lim £®) oraz zachodzi réwnosé:
szt g(x)
0
fl@) o f()

lim —= = .
xﬁxa' g -77) xﬁxa' g(") (fE)
Twierdzenie pozostaje prawdziwe, jesli w jego sformutowaniu zastapimy
przedziat [z, xo + J] przedzialem [z¢ — 0, x|, a granice prawostronne przy
T — xar granicami lewostronnymi przy x — x .

Dla przyktadu, udowodnimy pierwsze z tych twierdzein. Dowody pozostatych
znajda stuchacze np. w podrgczniku Musielak, Musielak 2004, tom I, czgs¢ 2,
strony 43—-47 oraz 69.

DOWOD 1. Przeprowadzimy dowdd dla przypadku granic prawostronnych. Ponie-
waz f(zo) = g(xo) = 0, wigc:

f(x)  flz) = fzo)
g(z)  g(x) —g(wo)

Na mocy udowodnionego wczesniej twierdzenia Cauchy’ego w przedziale (g, )
istnieje taki punkt .., dla ktérego:

f@) — f(wo) _ f'(ta)

g(x) —g(xo)  ¢'(tz)

Skoro t, € (xg,x), to: jesli x dazy do x, to t, réwniez dazy do zo. Mamy wigc:
!
— t
ac—ma' g(w) ac—ma' g(:v) - g(-rO) x—mg g (t:r)

Omodwione wyzej przejscia od liczenia granicy ilorazu funkcji do liczenia gra-
nicy ilorazu ich pochodnych (przy zaktadanych zatozeniach) nazywamy regutq de



I’Hospitala. W powyzszych twierdzeniach uzywaliSmy terminu symbol nieozna-
czony dla sytuacji, gdy obliczane granice maja postaé % lub 2.
UWAGA PRAKTYCZNA. Przez symbole nieoznaczone rozumiemy wyrazenia na-
stepujacych postaci:

0 oo

0 oo —o0, 0-o00, 0, 1°, oo

0

Reguta de I’Hospitala pokazuje, jak radzi¢ sobie z symbolami % oraz 2. Pozostate
sytuacje mozemy zredukowac do tych dwéch, poprzez przeksztalcenia:

1. Dla co — oo stosujemy przeksztatcenie:

1 1

fla) —gla) = L 9@
f(x)-g(x)

prowadzace do symbolu %, do ktérego stosujemy regute de I’'Hospitala.

2. Dla 0 - oo stosujemy przeksztalcenie:

prowadzace do symbolu 2, do ktérego stosujemy regute de I’'Hospitala.
3. Dla symboli 0°, 1*° oraz oo” stosujemy przeksztalcenie:

f(x)g(x) — (@)@ _ ed(@)n f(z)
prowadzace do przypadku rozwazanego w punkcie 2.

PRZYKLADY.

1. lin%] % Mamy do czynienia z symbolem %. Korzystajac z reguly de
T—

I’Hospitala otrzymujemy:

2. li_>m 1“(2{72@ Mamy do czynienia z symbolem 2. Korzystajac z reguty de
x o

I’Hospitala otrzymujemy:

. In(lnz) . (In(lnz)) iz T 1 —
Jim 5 = dim Sog = Jim SR = i o =0

10



3. lim (22 - Inz). Mamy do czynienia z symbolem 0 - co. Korzystajac z prze-

z—0
ksztatcenia zalecanego w UWADZE PRAKTYCZNEJ oraz z reguty de I’Hospitala
otrzymujemy:
) o Inzx o (Inz) . 1 )
lim (22 - Inz) = lim —— = lim ( T ) = lim %5 = —~ - lim 2 = 0.
z—0 =0 = z—0 (—2)’ =0 — =% 2 z—0
x x x

5 Wzbér Taylora

Podamy teraz wzor, ktéry pozwala przedstawiaé funkcje (spetniajace stosowne wa-
runki rézniczkowalnoS$ci) za pomoca wielomianu o wspdtczynnikach zaleznych od
kolejnych pochodnych rozwazanej funkcji oraz pewnej, dostatecznie matej, reszty.
Dociekliwi stuchacze zapyta¢ moga: po co potrzebujemy takiego wzoru? Uprosz-
czona odpowiedzia jest stwierdzenie, ze wielomiany to bardzo ,,grzeczne” funkcje,
ktérych badanie nie nastrgcza wigkszych trudnosci, o czym stuchacze mieli okazje
przekonac sig juz w szkole.

WZOR TAYLORA. Zaléimy, Ze funkcja f o wartoSciach rzeczywistych jest okre-
slona w pewnym otoczeniu punktu xq oraz ma w tym punkcie skoriczonq pochodnq
n-tego rzedu. Wtedy dla dostatecznie matych |h| zachodzi wzor:

n n

n—1 L
Fleo 1) = fao) + 3 - O 0) + Cop - £ w0) + o - euleo, ),
2 | |

gdzie funkcja €, spetnia warunek: %12% en(xo,h) = 0.
UWAGA. Podany w twierdzeniu wzor nazywa si¢ wzorem Taylora z resztq Peana,
przy czym
h’n h’fL
R, (xg,h) = o f(n)(wo) + o en(xo, h)
nazywa si¢ resztq Peana. Opracowano inne jeszcze wersje tego wzoru, rézniace si¢
od powyzszej postacia owej (dostatecznie matlej, zaniedbywalnej) reszty.

Dowéd wzoru Taylora znajda stuchacze np. w podreczniku Musielak, Musie-
lak 2004, tom I, czgs¢ 2, strony 70-71. W tam przedstawionym dowodzie korzysta
si¢ z zasady indukcji matematycznej oraz reguly de 1’Hospitala. Istnieja tez inne
metody uzasadnienia tego wzoru, na przyktad algebraiczne. Wzo6r Taylora podaje
si¢ w réznych stylizacjach, np. czgsto w nastgpujacej postaci. Zatézmy, ze funk-
cja fla,b] — R ma ciagte pochodne az do n + 1-tego rzgdu w przedziale [a, b]
(na kraicach przedziatu bierzemy pod uwage pochodne jednostronne). Wtedy dla
kazdego x € (a,b) zachodzi wzor Taylora:

& r—a k
fe) = )+ S 1) + R,
k=0
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gdzie ligl 1(%;_(3;)?3 = 0. Podkreslmy raz jeszcze, ze wzor Taylora pozwala na przy-
r—a

blizanie wartosci funkcji wielomianami, ktérych wspéiczynniki wyznaczone sa
przez pochodne wyjSciowej funkcji.

Podamy jeszcze — réwniez bez dowodu — dwa twierdzenia, wykorzystujace po-
wyzszy wzOr oraz bardzo wazne w zastosowaniach, uzywane przy badaniu prze-
biegu zmiennosci funkcji.

1. TWIERDZENIE TAYLORA. Zatézmy, Ze funkcja f ma w przedziale [xo, xo +
h], gdzie h > 0 (lub, odpowiednio, w przedziale [xy + h,zo] dla h < 0)
ciggta pochodng f™Y) oraz ma skoriczona pochodng ™ wewnatrz tego
przedziatu. Dla kazdej liczby naturalnej k € {1,2,3,...,n} istnieje liczba
rzeczywista t € (0, 1) taka, zZe:

2 n—1

Flao+h) = flxo) + 1t (o) + 5 f"(w0) + -+ =gy - S Vlwo) +
}%n(xo,h)
gdzie Ry (0, h) = oy - (L= )" 7% f0) (o +¢ - ). WielkoS¢ Ry (o, h)
nazywamy reszta Schlomilcha. Dwa szczegdlne przypadki to:

(a) Dla k = n otrzymujemy reszte Lagrange’a

Ry (w0, h) = &5 fW (2o +t- D).
(b) Dla k = 1 otrzymujemy reszte Cauchy’ego

Ro(wo,h) = oy - (L= 8)" 1 - f0) (o + ¢ - ).

2. TWIERDZENIE MACLAURINA. Zatézmy, Ze funkcja f ma w przedziale [0, x],
gdzie x > 0 (lub, odpowiednio, w przedziale [x,0] dla h < 0) ciqglq po-
chodng "=V oraz ma skoriczong pochodng ™) wewnaqtrz tego przedziatu.
Dla kazdej liczby naturalnej k € {1,2,3,...,n} istnieje liczba rzeczywista
t € (0,1) taka, ze:

F=1(0)

/O //0

gdzie Ry, () = ﬁ (11— t)”_k . f(”)(t - ).

fz) = £(0)

Dowody tych twierdzefi znajda stuchacze np. w podreczniku Musielak, Musie-
lak 2004, tom I, czg$¢ 2, strony 70-76.
PRZYKELADY.

1. Funkcja wyktadnicza e*. Zastosowanie twierdzenia Maclaurina (z reszta La-
grange’a) daje nastgpujace przedstawienie tej funkcji:
2 n—1 t-x
x e
+ - ﬂfn,
n!

v T
e TR TR

n!

12



gdzie 0 <t < 1.

2. Funkcja logarytmiczna In(1 + x). Zastosowanie twierdzenia Maclaurina (z
reszta Lagrange’a) daje nastgpujace przedstawienie tej funkcji:
$2 1,3 $4 (71)n—1 L

n(lt+z)=a— o+ 2 T 4 50 T
e Y s T

gdzie 0 <t < lorazzxz > —1.

3. Funkcja trygonometryczna sin x. Zastosowanie twierdzenia Maclaurina (z
reszta Lagrange’a) daje nastgpujace przedstawienie tej funkcji:
x5 a2 "

gdzie 0 <t < 1.

4. Funkcja trygonometryczna cos x. Zastosowanie twierdzenia Maclaurina (z
reszta Lagrange’a) daje nastgpujace przedstawienie tej funkcji:

x? x2S z"

T
cosx:1—54—1—a—i—...%—ﬁ-cos(t-x—i-nug),

gdzie 0 <t < 1.

Réwnosci takie pozwalaja na obliczanie przyblizonych wartosci funkcji dla
matych wartos$ci argumentu x.

Poniewaz ostatni wyraz powyzszych sum w kazdym z rozwazanych przypad-
kéw dazy do zera przy n dazacym do oo, wigc otrzymujemy takze przedstawienia
powyzszych funkcji w postaci szeregéw nieskonczonych:

1. Funkcja wyktadnicza e*.

o xn
T -
“ - Z n!
n=0
2. Funkcja logarytmiczna In(1 + x).
0 n+1
x
In(1 = i
n(1 + ) HZO( |

3. Funkcja trygonometryczna sin x.

= (-1
: _ — L 2n41
Slnx_nzzo 2 nt+1) "

13



4. Funkcja trygonometryczna cos .

o
_1)n
cosxzz( ) Sx?m

= (2-n)!

Dodajmy jeszcze, dla zainteresowanych stuchaczy, ze z omawianych wyzej

&)

twierdzen wynika réwniez, ze jesli szereg f(x) = Y. a, - " ma promien zbiez-
n=0

nosci R > 0, to dla |z| < R zachodzi réwnos¢:

Ponadto, z twierdzen tych wynika, ze funkcja f posiadajaca pochodne wszystkich
rzedéw (wspdlnie ograniczone przez pewna stata) w punktach pewnego przedziatu
domknigtego moze zostaé przedstawiona w postaci szeregu potggowego:

n=0

Te wnioski maja duze znaczenie praktyczne w analizie matematycznej.

5.1 Zastosowania wzoru Taylora

Sformulujemy teraz kilka twierdzen, ktére maja bardzo praktyczne zastosowania
w badaniu przebiegu zmiennosci funkcji, a ktérych dowody korzystaja ze wzoru
Taylora. Wykorzystamy te wyniki dla przedstawienia og6lnego schematu postepo-
wania w tego typu badaniach.

1. Warunek dostateczny istnienia ekstremum sformutowany przy uzyciu drugiej
pochodnej. Zatézmy, ze funkcja f ma w punkcie xg skoriczona druga po-
chodna f”(x¢). Jezeli f'(xo) = 0 oraz f"(xg) # 0, to f maw xy ekstremum
lokalne. Przy tym jest to:

(a) maksimum lokalne, gdy f”(z¢) <0
(b) minimum lokalne, gdy f”(z¢) > 0.

2. Warunek dostateczny istnienia ekstremum sformutowany przy uzyciu pochod-
nych wyzszych rzedow. Zatézmy, ze funkcja f ma w punkcie g skoniczong
pochodna £ (z(), dla pewnego n > 1. Jesli ponadto f'(z¢) = f(x0) =
.= D (zg) = 0 oraz f™(zq) # 0, to:
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(a) Gdy n jest parzysta, to f ma w x( ekstremum lokalne. Przy tym jest
to:

i. maksimum lokalne, gdy (™ (zg) < 0
ii. minimum lokalne, gdy ™ (zg) > 0.

(b) Gdy n jest nieparzysta, to f nie ma w x( ekstremum lokalnego.

3. Warunek konieczny istnienia punktu przegiecia. Jezeli funkcja f ma w punk-
cie xg skorficzona druga pochodna f”(z() oraz ma w ¢ punkt przegiecia, to

f”(:ﬁo) = 0.

4. Warunek wystarczajqcy istnienia punktu przegiecia sformutowany przy uzy-
ciu drugiej pochodnej. Zatézmy, ze funkcja f ma w pewnym otoczeniu punktu
x( skoriczona druga pochodng f”(x¢). Jezeli istnieje 6 > 0 taka, ze zachodzi
jedno z dwojga:

T < xo+0

Odlazg—90 < x dla zg

(@ f"(xo) xo oraz f(xg)
(b) (o) 0)
to krzywa y = f(z) ma w punkcie o odcigtej xo punkt przegigcia. W pierw-

szym z tych przypadkéw krzywa przewija si¢ znad stycznej pod styczna, a
w drugim z nich przewija si¢ spod stycznej nad styczna.

<0
>0

NN

> <
< <

Odlazg—6 < z < xgoraz f"(z dlazg <z <x0+06

5. Warunek wystarczajqcy istnienia punktu przegigcia sformutowany przy uzy-
ciu pochodnych wyzszych rzedow. Zat6zmy, ze funkcja f ma w punkcie g
skoriczona pochodna f(™) (1), dla pewnego n > 2. Jesli ponadto f”(zq) =
.= D (zg) = 0 oraz f™(z0) # 0, to:

(a) Gdy n jest parzysta, to krzywa y = f(z) ma w punkcie o odcigtej z¢
punkt przegigcia. Przy tym:
i. gdy f™(z0) < 0, to krzywa przewija si¢ spod stycznej nad styczna
ii. gdy f () (zo) > 0, to krzywa przewija si¢ znad stycznej pod styczna.
(b) Gdy n jest nieparzysta, to krzywa y = f () nie ma w punkcie o odcig-

tej xo punktu przegigcia.

6. Ciqgtosc¢ funkcji wypuktej. Zatézmy, ze funkcja f jest wypukla w pewnym
otoczeniu punktu xg. Wtedy f jest ciagla w tym punkcie. Twierdzenie to
zachowuje waznosc¢, gdy wypuktos$¢ zamienimy na wklgstosc.
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7. Wypuktosé funkcji a monotonicznos¢ pochodnej. Funkcja f rézniczkowalna
w przedziale (a, b) jest wypukla w (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy jej po-
chodna f” jest niemalejaca w (a, b). Funkcja f rézniczkowalna w przedziale
(a,b) jest wklgsta w (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy jej pochodna f’ jest
nierosnaca w (a, b).

8. Wypuktos¢ funkcji a potozenie stycznej. Funkcja f rézniczkowalna w prze-
dziale (a, b) jest wypukta w (a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy w kazdym punk-
cie xg € (a,b) styczna do krzywej y = f(z) w punkcie o odcigtej xq lezy
ponizej tej krzywej, badZ jest odcinkami identyczna z ta krzywa. Funkcja f
rézniczkowalna w przedziale (a, b) jest wklgsta w (a, b) wtedy i tylko wtedy,
gdy w kazdym punkcie z¢ € (a, b) styczna do krzywej y = f(x) w punkcie
o odcigtej xg lezy powyzej tej krzywej, badZ jest odcinkami identyczna z ta
krzywa.

9. Warunek konieczny i wystarczajqacy wypuktosci funkcji. Zatézmy, ze funkcja
f ma skoriczong druga pochodna f” w przedziale otwartym (a, b). Wtedy:

(a) fjestwypuktaw (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy f”(x) > 0 dla wszyst-
kich z € (a,b).

(b) fjestwklestaw (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy f”(x) < 0 dla wszyst-
kich z € (a,b).

10. Asymptoty ukosne. Zat6zmy, ze funkcja f jest okreslona w przedziale nie-
wlasciwym (¢, +00), gdzie ¢ € R. Prosta y = a - x + b jest asymptota
uko$na funkcji f przy x — +oo wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice:

lim @

rz—+oco T

prawdziwe, gdy zamienimy przedziat (¢, +00) na przedziat (—oo, c¢) oraz

napiszemy wszedzie x — —oo zamiast x — +00.

= aoraz lim (f(x) —a-x) = b. To twierdzenie pozostaje
T—r+00

Oczywiscie stuchacze nie sa zmuszeni do przyjmowania na wiar¢ tych twier-
dzen. Ich dowody znalezé mozna np. w podrgczniku Musielak, Musielak 2004,
tom I, czgs$¢ 2, na stronach 87-101. Nasz kurs ma charakter wytacznie ustugowy:
zalezy nam, aby stuchacze mogli skutecznie postugiwac si¢ pewnymi dobrze opra-
cowanymi technikami matematycznymi. Podajemy wigc dowody jedynie wybra-
nych twierdzef, dla ukazania ich zasadnosci i wzbudzenia w stuchaczach przeko-
nania, ze caty czas poruszamy si¢ po dobrze wytyczonym i bezpiecznym szlaku.
Stuchacze zechca wybaczyé, ze ukrywamy przed nimi niektére groZne przepascie
otaczajace ten szlak i czyhajace na tych, ktérzy z niego zbocza.
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W og6lnosci, zalecamy wszystkim (a wigc rowniez studentom kognitywistyki)
stosowanie si¢ do maksymy wybitnego matematyka Williama Kingdona Clifforda
(1845-1879), ktéry w 1877 roku napisat w swoim eseju The Ethics of Belief:

It is wrong always, everywhere, and for anyone,
to believe anything upon insufficient evidence.

6 Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Dysponujemy juz stosunkowo bogatym aparatem pojeciowym, ktéry pozwala cha-
rakteryzowac przebieg zmiennoSci dowolnej funkcji o warto$ciach rzeczywistych.
6.1 Procedura badania przebiegu funkcji

Ogolny schemat badania przebiegu zmiennosci funkcji przedstawia si¢ nastgpu-
jaco:

1. Okreslamy dziedzing oraz przeciwdziedzing funkcji.

2. Badamy granice funkcji w punktach krancowych jej przedzialéw okreslono-
Sci.

3. Wyznaczamy miejsca zerowe funkcji oraz jej warto§¢ dla argumentu row-
nego 0 (czyli wyznaczamy miejsca przecigcia si¢ wykresu funkcji z osiami
wspotrzednych).

Wyznaczamy asymptoty funkcji.

Obliczamy pierwsza i druga pochodna funkcji.

A

Wyznaczamy ekstrema lokalne funkcji.
7. Ustalamy przedzialy monotonicznos$ci funkcji.
8. Ustalamy przedziaty wklgstosci i wypuktosci funkcji.

9. Wyznaczamy punkty przegiecia funkcji.

Wyniki powyzszych ustalefi przedstawiamy w stosownej tabeli, na podstawie
ktérej szkicujemy nastgpnie wykres funkcji.

Jak stuchacze juz wiedza, ogdlnie (badZ odptatnie) dostgpne sa programy, ktére
pozwalaja realizowaé powyzsza procedurg. Odnosniki do niektérych takich progra-
méw podaliSmy w wykladzie trzecim. Przypomnijmy je raz jeszcze:
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1. https://www.geogebra.org/

2. https://www.medianauka.pl/portal:matematyka
3. http://www.matemaks.pl/index.html

4. http://www.scilab.org/

5. http://fooplot.com/

6. https://rechneronline.de/function-graphs/

6.2 Przyklady

Samodzielne badanie przebiegu zmienno$ci funkcji jest znakomitym testem, spraw-
dzajacym rozumienie oraz umiejg¢tno$¢ wykorzystania uzyskanej wiedzy matema-
tycznej.

6.2.1 Funkcja wielomianowa

Rozwazmy prosty przyktad funkcji wielomianowej (Niedziatowski, Kowalczyk,
Obczynski 2013, strony 162-163):

fl)=3-23-5-22 +z+2.

Dziedzina funkcji f jest caty zbiér R. Wyznaczamy granice funkcji w nieskon-
czonosci:

lim 3-2°—=5-2242+2=—-
T——00

lim 3-23—5-22+2+2= +oo.

Tr——+00

Oczywiscie f jest funkcja ciagla na calym zbiorze R, wigc f nie ma asymp-
tot pionowych. Ponadto, z ciaglosci f oraz z obliczen granic funkcji w nieskon-
czono$ci wynika, ze f nie ma asymptot poziomych. Pozostaje zbadac¢, czy f ma
asymptoty ukos$ne:

im L) g (3-x2—5-$+1+g):+oo.
r—toco I T—Fo00 x

Tak wigc, funkcja nie ma asymptot ukoSnych. W ogélnosci: kazda funkcja wielo-
mianowa, ktéra nie jest funkcja liniowa nie ma asymptot ukosnych.

Dla z = 0 funkcja f przyjmuje warto$¢ f(0) = 2. Znalezienie wartosci z,
dla ktérej f(x) = 0 wykracza, o ile nam wiadomo, poza program szkoty $red-
niej. W tym miejscu powiemy jedynie, ze dla funkcji wielomianowych stopnia
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mniejszego od 5 istnieja ogdlne wzory, pozwalajace znajdowaé miejsca zerowe ta-
kich funkcji. Stuchacze wiedza, jak to robi¢ w przypadku wielomianéw stopnia
pierwszego i drugiego. Dla funkcji wielomianowych stopnia trzeciego i czwartego
mozna stosowac owe ogdlne wzory, natomiast tego typu wzor nie istnieje dla funk-
cji wielomianowych stopnia wigkszego od cztery. Opracowano rézne inne metody
wyznaczania miejsc zerowych wielomianéw stopni wyzszych od czterech. Oma-
wianie tej problematyki wykracza poza zakres naszego ustugowego wyktadu. W
przypadku badanej tutaj funkcji wielomianowej stwierdzimy jedynie, Ze ma ona
co najmniej jedno rzeczywiste miejsce zerowe (co wynika z jej granic w nieskofi-
czonosci). Wykonane ponizej obliczenia pozwola ponadto stwierdzié, ze jest to jej
jedyne rzeczywiste miejsce zerowe. Rozwazany wielomian ma jeszcze dwa pier-
wiastki zespolone (omdwienie tej sprawy rowniez wykracza poza zakres naszego
ustugowego wyktadu).

Obliczamy pierwsza i druga pochodna funkcji f:

flir) =B - 2*-5-22+2+2)=9-22-10-2 + 1.

() =(9-22-10-2+1) =18z — 10,

Przy pomocy pierwszej pochodnej wyznaczamy przedzialty monotonicznosci
oraz ekstrema lokalne funkcji.

Ustalajac, ze 9-22 —10-2+1 =0dlax = % lub x = 1 (co potrafimy zrobi¢ na
podstawie wiadomosci wyniesionych ze szkoty, nawet wyrwani z glebokiego snu)
widzimy, ze f'(z) = 0 dlaz = § lub 2 = 1. Ponadto:

1. Dlaz € (—o0, §) U (1, +00) mamy f’(z) > 0.

2. Dlaz € (§,1) mamy f'(z) < 0.

3. A zatem funkcja f jest rosnaca w przedziatach (—oo, §) oraz (1, +00), na-
tomiast jest malejaca w przedziale (%, 1).

4. W konsekwencji, funkcja f ma maksimum lokalne w punkcie z = % oraz

minimum lokalne w punkcie x = 1. Latwo otrzymujemy, ze: f(%) = %

oraz f(1) = 1.

Przy pomocy drugiej pochodnej wyznaczamy przedziaty wypuktosci i wkleg-
stosci funkcji oraz jej punkty przegigcia.
Widaé, ze f”(z) = 0 dlaz = 5. Ponadto (co tez tatwo widac):

1. Dla z < 8 mamy f”(z) < 0, czyli funkcja f jest wklgsta w przedziale

(_0078)'
2. Dlaz >
(g,—i-oo).

mamy f”(z) > 0, czyli funkcja f jest wypukta w przedziale

Nelle
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3. W konsekwencji, punkt x = g jest punktem przegigcia funkcji f. Latwo

otrzymujemy, ze: f(5) = 303

Mozemy zebra¢ w tabeli poczynione wyzej ustalenia:

x —o0 [ (00,5) | 5 | &2 ] 2 |G D] 1](1,400) |+
f(x) + 0 - = - 0 +
I (x) - — - 0 + |+ +
7o) x| 7~ B[~ (T[N (1] o |+

Na podstawie tej tabeli stuchacze moga teraz naszkicowaé wykres rozwazanej
funkcji, do czego zachgcam. Mozna nastgpnie poréwnaé swdj rysunek z wykresem
otrzymanym w ktéryms$ z polecanych na wczesniejszych wykladach programéw
rysowania wykreséw funkcji.

6.2.2 Funkcja wymierna

Rozwazmy prosty przyktad funkcji wymiernej (Niedzialowski, Kowalczyk, Ob-
czynski 2013, strony 165-167):

2.
2 — g2’

fz) =

Poniewaz wyrazenie w mianowniku nie moze przyjmowac wartosci 0, wigc
nasza funkcja jest okreslona poza punktami, dla ktérych 2 — 22 = 0, czyli poza
punktami x = —+/2 oraz x = /2. Tak wigc, dziedzing badanej funkcji jest zbiér:
(=00, v2) U (—v2,V2) U (vV2,+0).

Trzeba obliczy¢ granice funkcji na kraficach jej przedziatéw okres§lonosci (za-
znaczamy z jakiego typu granicami mamy do czynienia):

. T 2z 1 9 _[%]
I IEI_HOOf(JZ) a xkr—noo 2—a* xEr—nOO %—x =0
2.3
2. lim f(z)= lim % =57 1o
z——/2" z——/2"
2.3
3. lim f(z)= lim 522, =57
z——v2" e S
3
4. lim f(z)= lim Q%; L T
V2 V2
3
5. lim f(z)= lim 2%22 52 _oo
a2t a2t
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i — lim 2%, — i _[=5]
6. xEI—Poo f(SU) xgr-ll—loo 2—a? zgl—’&r-loo 2z 0.
Widzimy zatem, ze proste o réwnaniach = —+/2 oraz x = /2 s3 asympto-
tami pionowymi funkcji f. Dodatkowo, widac tez z tych obliczen, ze prosta y = 0
jest asymptota pozioma funkcji f.
na pochodng ilorazu funkcji:

2.2 v/ _ 2:(2+2?)
- (2—x2) — (2—22)2
. x? -z (x?
(@) = (G5dy = 455

Obliczamy pierwsza i druga pochodna badanej funkcji, korzystajac ze wzoréw
f'(=)

Pierwsza pochodna funkcji f jest — jak wida¢ — dodatnia we wszystkich punk-

tach nalezacych do dziedziny funkcji f. A zatem f jest funkcja rosnaca w kazdym
z przedzialéw (—o0, v2), (—v/2,V2), (V/2, +00).

1 4-2-(2%2+6)

Mamy f”(z) = 0 tylko dla x = 0. Ponadto, warunek f”(z) > 0 jest kolejno
réwnowazny nastgpujacym warunkom:
@7 >V

2.4-2-(224+6)-(2—2%) >0

3.2 (x—v2)-(z+v2) <0
Whioskujemy z tego, ze f”(x) > 0dlax € (—oo, —v/2) U (0,1/2). W konse-
kwencji, f”(z) < 0dlaz € (—v/2,0) U (v/2, +00). Tak wigc:

1. W przedziatach (—oo, —v/2) oraz (0, v/2) funkcja jest wypukta.

2. W przedziatach (—/2, 0) oraz (v/2, +00) funkcja jest wklesta.
3. Funkcja ma wigc punkt przegigcia w x = 0.

Mozemy zebra¢ w tabeli poczynione wyzej ustalenia:

L — (—OO,—\/Q) _\@ (_\/57 0) 0 (Oa \/Q) ﬁ (ﬁ,+oo) +00
f'(z) + X + + + X +
1 (x) + X - 0 + X —
f(x) 0 0 /(Jroo\‘/ X 0 /| 0 /1+oov X —00 /‘0/\ 0
Na podstawie tej tabeli stuchacze moga teraz naszkicowaé wykres rozwazanej
funkcji, do czego zachgcam. Mozna nastgpnie poréwnaé swdj rysunek z wykresem
rysowania wykreséw funkcji.

otrzymanym w ktéryms z polecanych na wczesniejszych wykladach programéw
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6.2.3 Rozklad normalny

Bardzo wazna w zastosowaniach (jako funkcja gestosci rozktadu zmiennej losowe;j,
o czym stuchacze dowiedza si¢ na zajgciach ze statystyki) jest funkcja:

f@)= e 7.

Zbadamy przebieg zmiennoSci tej funkcji.

Jej dziedzina jest oczywiscie caty zbidr R. Jest réwniez widoczne, ze funkcja
ta nie przyjmuje wartosci 0 dla zadnego x € R, a wigc nie ma miejsc zerowych.
Dla argumentu z = 0 funkcja f przyjmuje nastgpujaca wartosc:

Wyznaczamy granice funkcji w nieskoniczonosci:

A s reTr =0

i, oo E =0

Obliczamy pierwszazi druga pochodng badanej fl;nkcji:
f'(x) = (\/% e T :2\/%)/ — _T17T 'f e
f(x) = (\/_T%r -x - e_%)’ = \/% e T . (22— 1).

Jest widoczne, ze:
1. f'(x)=0dlaz =0.

2. Dlaz € (—00,0) mamy f/(z) > 0, a wigc funkcja f jest rosnaca w prze-
dziale niewtasciwym (—o0, 0).

3. Dlaz € (0,+00) mamy f'(z) < 0, a wigc funkcja f jest malejaca w prze-
dziale niewtasciwym (—o0, 0).

4. Funkcja f ma zatem maksimum lokalne w punkcie = 0.
5. f/(z)=0dlaxz =11lubx = —1.

6. Poniewaz dla z € (—o0, —1) U (1, 400) mamy f”(z) > 0, wiec funkcja f
jest wypukta w przedziatach niewtasciwych (—oo, —1) oraz (1, +00).

7. Poniewaz dla x € (—1,1) mamy f”(x) < 0, wigc funkcja f jest wklesta w
przedziale (—1,1).
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8. Funkcja f ma zatem punkty przegigciadlax = —1 oraz x = 1.

2 2
. . . 1.1 - _ . 1.1 - _ .
Poniewaz xgl;noo s an € 2 zgrfoo s an € 2 0, wigc prosta
y = 0 jest asymptota badanej funkcji. Jest to jej jedyna asymptota.

Mozemy zebra¢ w tabeli poczynione wyzej ustalenia:

x —00 | (—o0,—1) -1 (—1,0) 0 (0,1) 1 (1,400) | +00
f(x) + + + 0 - - -
1(x) + 0 — — — 0 +
f(x) 0 /‘v 2?7r-e /(/_\ \/% \A 2?7r~e \v 0

Na podstawie tej tabeli stuchacze moga teraz naszkicowaé wykres rozwazanej
funkcji, do czego zachgcam. Mozna nastgpnie poréwnaé swdj rysunek z wykresem
otrzymanym w ktéryms$ z polecanych na wczesniejszych wykladach programéw
rysowania wykreséw funkcji.

6.2.4 Krzywa logistyczna

Na poprzednim wyktadzie wspomnieliSmy o trendzie logistycznym, charaktery-
stycznym dla sytuacji, gdy pewna wielko$¢ z poczatku szybko ro$nie, ale po osia-
gnigciu pewnego poziomu ro$nie juz wolniej, po czym stabilizuje si¢. Wspomnie-
liSmy, ze sytuacji takiej odpowiada funkcja:

a

o) =y e

gdzie a, b, ¢ > 0 sa pewnymi parametrami. Zbadamy przebieg zmiennosci tej funk-
cji. Zatézmy, ze badamy ja w przedziale [0, o), a zatem to jest jej dziedzina.
Dla x = 0 warto$¢ funkcji f jest réwna:

f(0)

a a

T14b.e0 140

a wigc krzywa ta ma punkt wspélny z osig rzednych: jest to punkt o wspétrzegdnych
(0, 155)-

Latwo wida¢, ze funkcja przyjmuje jedynie wartosci dodatnie, a wigc nie ma
ona miejsc zerowych.

Obliczajac granice tej funkcji przy x dazacym do oo widzimy, ze: gClg]go Hb%
a, poniewaz mianownik rozwazanego utamka dazy do 1 przy = dazacym do oo.

Obliczamy pierwsza oraz druga pochodna rozwazanej funkcji:
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2 _—ca . beTT-1
f'(x)y=a-b-c* e T Ay
Poniewaz f'(z) > 0 w rozwazanej dziedzinie, wigc funkcja f jest rosnaca w
tej dziedzinie. Nie ma zatem ekstremum lokalnego.

Mamy f”(x) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy b - e~

c-x [

=1l,czylie “" = %. To
zachodzi wtedy, gdy e“® = b, czyli gdy x = % Zauwazmy, ze:

1. Dlax € [0, %) mamy f”(z) > 0, czyli funkcja f jest wypukta w tym
przedziale.

2. Dlax € (b 00)f"(z) < 0, czyli funkcja f jest wklesta w tym przedziale.

¢
3. Punkt (%, §) jest punktem przegigcia funkcji f.

a, wigc lim . % = 0. Wynika z tego,

Tiheer = A Tipe=ee

ze prosta o réwnaniu y = a jest asymptota badanej funkcji. Jest to jej jedyna

asymptota (dla funkcji rozwazanej w [0, c0); jesli rozwazamy krzywa logistyczna

dla argumentéw z R, to asymptota pozioma jest tez prosta o rownaniu y = 0).
Tabela zmiennosci funkcji f wyglada zatem nastgpujaco:

Poniewaz lim
Tr—r00

x 0 | (0, thb) % (%, o0) | 0o
f(x) + + +
f"(z) + 0 -
f@) |51 /~ | 3 S~ | a

Na podstawie tej tabeli stuchacze moga teraz naszkicowaé wykres rozwazanej
funkcji, do czego zachgcam. Mozna nastgpnie poréwnaé swoj rysunek z wykresem
otrzymanym w ktéryms z polecanych na wczesniejszych wykladach programéw
rysowania wykreséw funkcji.

7 Zacheta do refleksji

1. Czy w danym przedziale funkcja moze mieé tylko skoniczona liczbe eks-
treméw lokalnych (punktéw nieciaglosci, punktéw przegigcia, punktéw, w
ktérych nie jest rézniczkowalna)?

2. Dotad omawiano pojgcia: granicy, ciagloSci i r6zniczkowalnosci funkcji jed-
nej zmiennej. W tym przypadku argumenty ,,daza” do wybranej wielkosci po
,»drogach” wewnatrz jednowymiarowego kontinuum. A co z funkcjami wielu
zmiennych (np. dwdch)? C6z miatoby znaczy¢, ze ciag punktow (z,,, yn)
dqzy do punktu (a,b)?

3. Skoro funkcja dwdch zmiennych rzeczywistych wyznacza pewna powierzch-
nig, to czy istnieje odpowiednik pojecia stycznej w tym przypadku?
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8 Podsumowanie

To, co nalezy zapamigtaé z niniejszego wyktadu:
1. Ekstrema lokalne funkcji.
2. Reguta de I’Hospitala.
3. Wz6r Taylora.

4. Procedura badania przebiegu zmiennosci funkcji.
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