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Zadanie 1. Precyzyjnie napisz, co to znaczy, ze formuta o rachunku zdan wynika logicznie ze zbioru formut
X. Podaj przyktad takiego zbioru formut X oraz formuly o, aby a nie wynikalo logicznie z X.

Rozwigzanie.

Formula o wynika logicznie ze zbioru formul X dokladnie wtedy, gdy przy kazdym warto§ciowaniu
zmiennych zdaniowych przy ktérym wszystkie formuty ze zbioru X sa prawdziwe réwniez formuta o jest
prawdziwa.

Dla przykladu, formula p nie wynika logicznie z jednoelementowego zbioru formut {p — p}. Tak wiec,
np. wnioskowanie: Mdwie rozsqdnie, o ile mowie rozsgdnie. A zatem mdwie rozsgdnie. nie jest dedukeyjne.
Natomiast formuta p wynika logicznie z jednoelementowego zbioru formut {p}. Stad, np. wnioskowanie
Mowie rozsgdnie. A zatem mdwie rozsgdnie. jest dedukcyjne. Przemysl to. I niech stowo nie wyprzedza
mys§li.

Zadanie 2. 7badaj, czy jest wnioskowaniem dedukcyjnym:
Premiera wskazuje Prezydent lub Prezes. Je$li Premiera wskazuje Prezydent, to nie robi tego Prezes.
Stgd wniosek, zZe Prezes nie ma nic wspdlnego z Prezydentem.

Rozwigzante.

Znajdujemy zdania proste i budujemy schemat tego wnioskowania:
p — Premiera wskazuje Prezydent.
q — Premiera wskazuje Prezes.

r — Prezes nie ma nic wspoélnego z Prezydentem.
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Czy istnieje co najmniej jedno wartosciowanie zmiennych zdaniowych przy ktérym obie przestanki tej
reguly sa prawdziwe, a wniosek falszywy? Wystarczy sprawdzié, czy formuly p V q oraz p — —q moga by¢
prawdziwe przy jakimkolwiek warto$ciowaniu, przy ktérym r jest falszywa:

plal-q|pVg|p——q
0/0] 1 0 1
0/1] 0 1 1
1[0 1 1 1
1[1]0 1 0

Wida¢ wiec, ze przy wartosciowaniach:
p=0,g=1,r=0
p=1,¢q=0,r=0

przestanki reguly sa obie prawdziwe, a jej wniosek falszywy. Regula jest zawodna, jej wniosek nie wynika
logicznie z przestanek. Rozwazane wnioskowanie nie jest dedukcyjne.

Uwaga. Kilka naszych uroczych koreanistek popelnito ciekawe bledy w analizie tego wnioskowania, usitujac
reprezentowaé strukture sktadniowa wniosku z uzyciem zmiennych p oraz ¢ i piszac ze wniosek ma postaé np.:



=(p = q) lub p = —¢q. Pozwole sobie — calkiem od rzeczy, ale chyba $miesznie — dodac, ze to kto bedzie
kolejnym Premierem Rzeczpospolitej Polskiej zalezy od demokratycznej decyzji suwerennego Parlamentu.
Nie ustala sie tego w Moskwie, Watykanie, Brukseli, Waszyngtonie ani w Poznaniu. Oczywiscie ta ostatnia
uwaga nie ma nic wspélnego z logika.

Zadantie 3. Przypu$émy, ze kazdy z obywateli z niepustego zbioru X ma co najmniej jednego dtuznika w
tymze zbiorze. Niech relacja R C X x X bedzie okre§lona nastepujaco:

TRy wtedy i tylko wtedy, gdy x jest wierzycielem y.

Przyjmijmy, ze R jest asymetryczna w X. Czy kto§ w X jest wtedy swoim wlasnym dluznikiem?
Uzasadnij odpowiedz.

Co najmniej ile elementéw musi mie¢ X? Uzasadnij odpowiedz.

Schne z ciekawodci, jak wyrazisz polszczyzna subtelna ale i dobitna to, ze R jest w X przechodnia, a nie
jest w X spdéjna.

Rozwigzante.

Zgodzimy sie, ze relacje: byé dluznikiem oraz byé wierzycielem sa swoimi wzajemnymi konwersami, tzn.:
Ry x jest wierzycielem y

y jest dtuznikiem x

yR 'z,

Mozemy wiec czyta¢ wyrazenie R~ 'y tak: x jest dluznikiem y. Prosze zauwazyé, ze byé¢ swoim
wlasnym dtuznikiem to to samo, co byé sworm wlasnym wierzycielem, tj. dla dowolnego = € X zachodzi:
xRx = xR 'z

Nietrudno zauwazy¢, ze jesli R jest asymetryczna, to réwniez R™! jest asymetryczna.

Jesli R jest asymetryczna w X (a co za tym idzie, rowniez R™! asymetryczna w X), to nikt w X nie
moze by¢ swoim wlasnym dhuznikiem. Przypusémy bowiem, ze obywatel x¢ jest swoim wtasnym dtuznikiem,
tj. iz zachodzi xoR 'zg. Z asymetrycznosci R~! mamy: zoR 'zg — xR 'zg. Na mocy regulty modus
ponens mamy: 2o R 2. Sprzecznosé.

Pokazaliémy wiec, ze R™! jest przeciwzwrotna. Jest oczywiste, ze jezeli R™! jest przeciwzwrotna, to
réwniez R jest przeciwzwrotna.

Jesli kazdy obywatel w X ma co najmniej jednego dtuznika w X, to zbiér X musi mieé¢ co najmniej trzy
elementy. X z zalozenia jest niepusty. Przed chwilg pokazaliémy, ze relacja R jest przeciwzwrotna, wiec
X nie moze by¢ jednoelementowy. R jest asymetryczna, wiec X nie moze mieé¢ tylko dwoch elementow.
Tréjelementowe zbiory obywateli, w ktorym R jest asymetryczna oraz spelnia warunek Vy3z xR~ 'y moga
istnie¢. Przypusémy np. (fikcyjnie!), ze Pan Prezydent jest wierzycielem Pana Premiera, Pan Premier
wierzycielem Pana Prezesa, a Pan Prezes wierzycielem Pana Prezydenta. Nie ma sprzecznosci logicznej,
choé sytuacja finansowa wymienionych panéw jest nieco skomplikowana. Biedna taka Rzeczpospolita.

To, ze R jest w X przechodnia wypowiedzie¢ mozna np. tak: Diuznicy moich dtuinikéw sg moimi
dtuznikami. To, ze R nie jest w X spéjna da sie wyrazi¢ np. tak: Pewni obywatele nie majg wzajemnych
dtugow. To oczywiScie sformutowania uproszczone. Warunek przechodniosci oraz negacja warunku spdjnosci
formalnie wygladaja tak oto:

Vee XVye XVze X (eRy ANyRz — zRz2)

Ve e XVye X (x#y— xRy VyRzx).

Prosze pamietaé, ze méwiac o formalnych wlasnodciach relacji trzeba braé¢ pod uwage zbiory, na ktérych
owe relacje sg okreslone. Gdy do wspomnianego wyzej zbioru {Prezydent, Premier, Prezes} (na ktérym R
jest spéjna) dodamy np. piszacego te stowa, ktéry nie pozostaje w zadnych zaleznosciach finansowych z
wymienionymi panami, to w tym czteroelementowym zbiorze R sp6jna juz nie jest.

Na zakoriczenie, zyczliwa rada dla naszych koreanistek: pamietaj, ze przyjaciotki twoich przyjacict
niekoniecznie sq twoimi przyjaciotkami. Wesotych wakacji!

Jerzy Pogonowsk:
Zaktad Logiki Stosowanej UAM

www.logic.amu.edu.pl
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Zadanie 1. Precyzyjnie napisz, co to znaczy, ze formula o rachunku zdan nie wynika logicznie ze zbioru
formul X. Podaj przyktad takiego zbioru formut X oraz formuly a, aby a wynikalo logicznie z X.

Rozwigzanie.

Formutla « nie wynika logicznie ze zbioru formult X jesli przy co najmniej jednym warto$ciowaniu zmien-
nych zdaniowych przy ktérym wszystkie formutly ze zbioru X sa prawdziwe formula o jest falszywa.

Dla przykladu, formuta ¢ wynika logicznie ze zbioru formut {p,p — ¢}. Zatem np. wnioskowanie Jestem,
o ile mysle. No ¢ mysle. Zatem jestem. jest dedukcyjne. Natomiast wnioskowanie Mysle. Zatem jestem.
dedukcyjne nie jest. Przemysl to. Przedyskutuj z kolega z filozofii. To wolny kraj, mozna sie spierac.

Zadanie 2. Zbadaj, czy jest wnioskowaniem dedukcyjnym:
Premiera wskazuje Prezydent lub Prezes. Jesli Premiera nie wskazuje Prezydent, to robi to Prezes. Stqd
wniosek, ze Prezes nie ma nic wspdlnego z Prezydentem.

Rozwigzanie.

Znajdujemy zdania proste i budujemy schemat tego wnioskowania:
p — Premiera wskazuje Prezydent.
q — Premiera wskazuje Prezes.

r — Prezes nie ma nic wspoélnego z Prezydentem.

pVyq
P —q
,

Czy istnieje co najmniej jedno wartosciowanie zmiennych zdaniowych przy ktérym obie przestanki tej
reguly sa prawdziwe, a wniosek falszywy? Wystarczy sprawdzié¢, czy formuly p V q oraz —p — ¢ moga by¢
prawdziwe przy jakimkolwiek wartos§ciowaniu, przy ktérym r jest falszywa:

plag| P |pPVag| DP—4g
0[0] 1 0 0
0[1] 1 1 1
1/10] 0 1 1
1110 1 1

Wida¢ wiec, ze przy wartodciowaniach:
p=0,g=1,r=0
p=1,¢q=0,r=0
p=1qg=1,r=0

przestanki reguly sa obie prawdziwe, a jej wniosek falszywy. Regula jest zawodna, jej wniosek nie wynika
logicznie z przestanek. Rozwazane wnioskowanie nie jest dedukcyjne.

Uwaga. Kilka naszych uroczych koreanistek popelnito ciekawe bledy w analizie tego wnioskowania, usitujac
reprezentowaé strukture sktadniowa wniosku z uzyciem zmiennych p oraz q i piszac ze wniosek ma postaé np.:
—(p = q) lub p = —q. Pozwole sobie — calkiem od rzeczy, ale chyba $miesznie — dodac, ze to kto bedzie



kolejnym Premierem Rzeczpospolitej Polskiej zalezy od demokratycznej decyzji suwerennego Parlamentu.
Nie ustala sie tego w Moskwie, Watykanie, Brukseli, Waszyngtonie ani w Poznaniu. Oczywiscie ta ostatnia
uwaga nie ma nic wspoélnego z logika.

Zadanie 3. Przypu$émy, ze kazdy z obywateli z niepustego zbioru X ma co najmniej jednego wierzyciela
w tymze zbiorze. Niech relacja R C X x X bedzie okre§lona nastepujaco:

TRy wtedy i tylko wtedy, gdy x jest dtuznikiem y.

Przyjmijmy, ze R jest asymetryczna w X. Czy kto§ w X jest wtedy swoim wlasnym wierzycielem?
Uzasadnij odpowiedz.

Co najmniej ile elementéw musi mie¢ X? Uzasadnij odpowiedz.

Schne z ciekawosci, jak wyrazisz polszczyzng subtelng ale i dobitng to, ze R jest w X spoOjna, a nie jest
w X przechodnia.

Rozwigzante.

Zgodzimy sie, ze relacje: byé wierzycielem oraz byé diuznikiem sa swoimi wzajemnymi konwersami, tzn.:
Ry x jest dtuznikiem y

y jest wierzycielem x

yR™ 1.

Mozemy wiec czyta¢ wyrazenie xR~ 'y tak: z jest wierzycielem y. Prosze zauwazyé¢, ze by¢ swoim
wltasnym wierzycielem to to samo, co by¢ swoim wlasnym dtuznikiem, tj. dla dowolnego z € X zachodzi:
zRx = xR 'z

Nietrudno zauwazy¢, ze jesli R jest asymetryczna, to réwniez R™! jest asymetryczna.

Jesli R jest asymetryczna w X (a co za tym idzie, réwniez R™1 asymetryczna w X), to nikt w X nie moze
byé swoim wlasnym wierzycielem. Przypu$§émy bowiem, ze obywatel zg jest swoim wltasnym wierzycielem,
tj. iz zachodzi woR ™ 'wg. Z asymetrycznoéci R~! mamy: zoR ™ 'zg — —zoR 'z0. Na mocy reguty modus
ponens mamy: —xoR~'xy. Sprzecznosé.

Pokazaliémy wiec, ze R™! jest przeciwzwrotna. Jest oczywiste, ze jezeli R™! jest przeciwzwrotna, to
rowniez R jest przeciwzwrotna.

Jesli kazdy obywatel w X ma co najmniej jednego wierzyciela w X, to zbiér X musi mieé co najmniej
trzy elementy. X z zalozenia jest niepusty. Przed chwila pokazaliémy, ze relacja R jest przeciwzwrotna,
wiec X nie moze byé¢ jednoelementowy. R jest asymetryczna, wiec X nie moze mie¢ tylko dwoch elemen-
tow. Trojelementowe zbiory obywateli, w ktérym R jest asymetryczna oraz spelnia warunek Vy3z xR~y
moga istnie¢. Przypusémy np. (fikcyjnie!), ze Pan Prezydent jest dtuznikiem Pana Premiera, Pan Premier
dtuznikiem Pana Prezesa, a Pan Prezes dluznikiem Pana Prezydenta. Nie ma sprzecznosci logicznej, choé
sytuacja finansowa wymienionych panéw jest nieco skomplikowana. Biedna taka Rzeczpospolita.

To, ze R nie jest w X przechodnia wypowiedzie¢ mozna np. tak: Wierzyciele moich wierzycieli nie-
koniecznie sg moimi wierzycielami. To, ze R jest w X spojna da sie wyrazié¢ np. tak: Kazdy jest czyim$
dtuznikiem lub wierzycielem. To oczywiscie sformutowania uproszczone. Negacja warunku przechodniosci
oraz warunek spéjnosci formalnie wygladaja tak oto:

Ve e XVye XVze X (xRy A NyRz — zRz)

Vee XVye X (x#y— xRy V yRz).

Prosze pamieta¢, ze méwiac o formalnych wlasnosciach relacji trzeba bra¢ pod uwage zbiory, na ktérych
owe relacje sg okreslone. Gdy do wspomnianego wyzej zbioru {Prezydent, Premier, Prezes} (na ktérym R
jest spojna) dodamy np. piszacego te stowa, ktory nie pozostaje w zadnych zaleznosciach finansowych z
wymienionymi panami, to w tym czteroelementowym zbiorze R spdjna juz nie jest.

Na zakoriczenie, zyczliwa rada dla naszych koreanistow: pamietaj, ze przyjactele twoich przyjaciotek
niekoniecznie sq twoimi przyjacictmi. Wesolych wakacji!

Jerzy Pogonowski
Zaktad Logiki Stosowanej UAM

www.logic.amu.edu.pl



