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Imi¦ i nazwisko: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Grupa �lepawy Piorun

Zadanie 1. Precyzyjnie napisz, co to znaczy, »e formuªa α rachunku zda« wynika logicznie ze zbioru formuª
X. Podaj przykªad takiego zbioru formuª X oraz formuªy α, aby α nie wynikaªo logicznie z X.
Rozwi¡zanie.

Formuªa α wynika logicznie ze zbioru formuª X dokªadnie wtedy, gdy przy ka»dym warto±ciowaniu
zmiennych zdaniowych przy którym wszystkie formuªy ze zbioru X s¡ prawdziwe równie» formuªa α jest
prawdziwa.

Dla przykªadu, formuªa p nie wynika logicznie z jednoelementowego zbioru formuª {p → p}. Tak wi¦c,
np. wnioskowanie: Mówi¦ rozs¡dnie, o ile mówi¦ rozs¡dnie. A zatem mówi¦ rozs¡dnie. nie jest dedukcyjne.
Natomiast formuªa p wynika logicznie z jednoelementowego zbioru formuª {p}. St¡d, np. wnioskowanie
Mówi¦ rozs¡dnie. A zatem mówi¦ rozs¡dnie. jest dedukcyjne. Przemy±l to. I niech sªowo nie wyprzedza
my±li.

Zadanie 2. Zbadaj, czy jest wnioskowaniem dedukcyjnym:
Premiera wskazuje Prezydent lub Prezes. Je±li Premiera wskazuje Prezydent, to nie robi tego Prezes.

St¡d wniosek, »e Prezes nie ma nic wspólnego z Prezydentem.
Rozwi¡zanie.

Znajdujemy zdania proste i budujemy schemat tego wnioskowania:

p � Premiera wskazuje Prezydent.

q � Premiera wskazuje Prezes.

r � Prezes nie ma nic wspólnego z Prezydentem.

p ∨ q
p → ¬q

r

Czy istnieje co najmniej jedno warto±ciowanie zmiennych zdaniowych przy którym obie przesªanki tej
reguªy s¡ prawdziwe, a wniosek faªszywy? Wystarczy sprawdzi¢, czy formuªy p ∨ q oraz p → ¬q mog¡ by¢
prawdziwe przy jakimkolwiek warto±ciowaniu, przy którym r jest faªszywa:

p q ¬q p ∨ q p → ¬q
0 0 1 0 1
0 1 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 0

Wida¢ wi¦c, »e przy warto±ciowaniach:

p = 0, q = 1, r = 0

p = 1, q = 0, r = 0

przesªanki reguªy s¡ obie prawdziwe, a jej wniosek faªszywy. Reguªa jest zawodna, jej wniosek nie wynika
logicznie z przesªanek. Rozwa»ane wnioskowanie nie jest dedukcyjne.
Uwaga. Kilka naszych uroczych koreanistek popeªniªo ciekawe bª¦dy w analizie tego wnioskowania, usiªuj¡c
reprezentowa¢ struktur¦ skªadniow¡ wniosku z u»yciem zmiennych p oraz q i pisz¡c »e wniosek ma posta¢ np.:
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¬(p ≡ q) lub p ≡ ¬q. Pozwol¦ sobie � caªkiem od rzeczy, ale chyba ±miesznie � doda¢, »e to kto b¦dzie
kolejnym Premierem Rzeczpospolitej Polskiej zale»y od demokratycznej decyzji suwerennego Parlamentu.
Nie ustala si¦ tego w Moskwie, Watykanie, Brukseli, Waszyngtonie ani w Poznaniu. Oczywi±cie ta ostatnia
uwaga nie ma nic wspólnego z logik¡.

Zadanie 3. Przypu±¢my, »e ka»dy z obywateli z niepustego zbioru X ma co najmniej jednego dªu»nika w
tym»e zbiorze. Niech relacja R ⊆ X ×X b¦dzie okre±lona nast¦puj¡co:

xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x jest wierzycielem y.
Przyjmijmy, »e R jest asymetryczna w X. Czy kto± w X jest wtedy swoim wªasnym dªu»nikiem?

Uzasadnij odpowied¹.
Co najmniej ile elementów musi mie¢ X? Uzasadnij odpowied¹.
Schn¦ z ciekawo±ci, jak wyrazisz polszczyzn¡ subteln¡ ale i dobitn¡ to, »e R jest w X przechodnia, a nie

jest w X spójna.
Rozwi¡zanie.

Zgodzimy si¦, »e relacje: by¢ dªu»nikiem oraz by¢ wierzycielem s¡ swoimi wzajemnymi konwersami, tzn.:
xRy ≡ x jest wierzycielem y

≡ y jest dªu»nikiem x
≡ yR−1x.

Mo»emy wi¦c czyta¢ wyra»enie xR−1y tak: x jest dªu»nikiem y. Prosz¦ zauwa»y¢, »e by¢ swoim
wªasnym dªu»nikiem to to samo, co by¢ swoim wªasnym wierzycielem, tj. dla dowolnego x ∈ X zachodzi:
xRx ≡ xR−1x.

Nietrudno zauwa»y¢, »e je±li R jest asymetryczna, to równie» R−1 jest asymetryczna.
Je±li R jest asymetryczna w X (a co za tym idzie, równie» R−1 asymetryczna w X), to nikt w X nie

mo»e by¢ swoim wªasnym dªu»nikiem. Przypu±¢my bowiem, »e obywatel x0 jest swoim wªasnym dªu»nikiem,
tj. i» zachodzi x0R

−1x0. Z asymetryczno±ci R−1 mamy: x0R
−1x0 → ¬x0R

−1x0. Na mocy reguªy modus
ponens mamy: ¬x0R

−1x0. Sprzeczno±¢.
Pokazali±my wi¦c, »e R−1 jest przeciwzwrotna. Jest oczywiste, »e je»eli R−1 jest przeciwzwrotna, to

równie» R jest przeciwzwrotna.
Je±li ka»dy obywatel w X ma co najmniej jednego dªu»nika w X, to zbiór X musi mie¢ co najmniej trzy

elementy. X z zaªo»enia jest niepusty. Przed chwil¡ pokazali±my, »e relacja R jest przeciwzwrotna, wi¦c
X nie mo»e by¢ jednoelementowy. R jest asymetryczna, wi¦c X nie mo»e mie¢ tylko dwóch elementów.
Trójelementowe zbiory obywateli, w którym R jest asymetryczna oraz speªnia warunek ∀y∃x xR−1y mog¡
istnie¢. Przypu±¢my np. (�kcyjnie!), »e Pan Prezydent jest wierzycielem Pana Premiera, Pan Premier
wierzycielem Pana Prezesa, a Pan Prezes wierzycielem Pana Prezydenta. Nie ma sprzeczno±ci logicznej,
cho¢ sytuacja �nansowa wymienionych panów jest nieco skomplikowana. Biedna taka Rzeczpospolita.

To, »e R jest w X przechodnia wypowiedzie¢ mo»na np. tak: Dªu»nicy moich dªu»ników s¡ moimi
dªu»nikami. To, »e R nie jest w X spójna da si¦ wyrazi¢ np. tak: Pewni obywatele nie maj¡ wzajemnych
dªugów. To oczywi±cie sformuªowania uproszczone. Warunek przechodnio±ci oraz negacja warunku spójno±ci
formalnie wygl¡daj¡ tak oto:

∀x ∈ X ∀y ∈ X ∀z ∈ X (xRy ∧ yRz → xRz)

¬∀x ∈ X ∀y ∈ X (x 6= y → xRy ∨ yRx).

Prosz¦ pami¦ta¢, »e mówi¡c o formalnych wªasno±ciach relacji trzeba bra¢ pod uwag¦ zbiory, na których
owe relacje s¡ okre±lone. Gdy do wspomnianego wy»ej zbioru {Prezydent, Premier, Prezes} (na którym R
jest spójna) dodamy np. pisz¡cego te sªowa, który nie pozostaje w »adnych zale»no±ciach �nansowych z
wymienionymi panami, to w tym czteroelementowym zbiorze R spójna ju» nie jest.

Na zako«czenie, »yczliwa rada dla naszych koreanistek: pami¦taj, »e przyjacióªki twoich przyjacióª
niekoniecznie s¡ twoimi przyjacióªkami. Wesoªych wakacji!

Jerzy Pogonowski
Zakªad Logiki Stosowanej UAM

www.logic.amu.edu.pl
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Logika
Egzamin Poprawkowy � wiosna 2004

Filologia korea«ska UAM

Imi¦ i nazwisko: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Grupa Dychawiczny Grom

Zadanie 1. Precyzyjnie napisz, co to znaczy, »e formuªa α rachunku zda« nie wynika logicznie ze zbioru
formuª X. Podaj przykªad takiego zbioru formuª X oraz formuªy α, aby α wynikaªo logicznie z X.
Rozwi¡zanie.

Formuªa α nie wynika logicznie ze zbioru formuª X je±li przy co najmniej jednym warto±ciowaniu zmien-
nych zdaniowych przy którym wszystkie formuªy ze zbioru X s¡ prawdziwe formuªa α jest faªszywa.

Dla przykªadu, formuªa q wynika logicznie ze zbioru formuª {p, p → q}. Zatem np. wnioskowanie Jestem,
o ile my±l¦. No i my±l¦. Zatem jestem. jest dedukcyjne. Natomiast wnioskowanie My±l¦. Zatem jestem.
dedukcyjne nie jest. Przemy±l to. Przedyskutuj z koleg¡ z �lozo�i. To wolny kraj, mo»na si¦ spiera¢.

Zadanie 2. Zbadaj, czy jest wnioskowaniem dedukcyjnym:
Premiera wskazuje Prezydent lub Prezes. Je±li Premiera nie wskazuje Prezydent, to robi to Prezes. St¡d

wniosek, »e Prezes nie ma nic wspólnego z Prezydentem.
Rozwi¡zanie.

Znajdujemy zdania proste i budujemy schemat tego wnioskowania:

p � Premiera wskazuje Prezydent.

q � Premiera wskazuje Prezes.

r � Prezes nie ma nic wspólnego z Prezydentem.

p ∨ q
¬p → q

r

Czy istnieje co najmniej jedno warto±ciowanie zmiennych zdaniowych przy którym obie przesªanki tej
reguªy s¡ prawdziwe, a wniosek faªszywy? Wystarczy sprawdzi¢, czy formuªy p ∨ q oraz ¬p → q mog¡ by¢
prawdziwe przy jakimkolwiek warto±ciowaniu, przy którym r jest faªszywa:

p q ¬p p ∨ q ¬p → q
0 0 1 0 0
0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 1 0 1 1

Wida¢ wi¦c, »e przy warto±ciowaniach:

p = 0, q = 1, r = 0

p = 1, q = 0, r = 0

p = 1, q = 1, r = 0

przesªanki reguªy s¡ obie prawdziwe, a jej wniosek faªszywy. Reguªa jest zawodna, jej wniosek nie wynika
logicznie z przesªanek. Rozwa»ane wnioskowanie nie jest dedukcyjne.
Uwaga. Kilka naszych uroczych koreanistek popeªniªo ciekawe bª¦dy w analizie tego wnioskowania, usiªuj¡c
reprezentowa¢ struktur¦ skªadniow¡ wniosku z u»yciem zmiennych p oraz q i pisz¡c »e wniosek ma posta¢ np.:
¬(p ≡ q) lub p ≡ ¬q. Pozwol¦ sobie � caªkiem od rzeczy, ale chyba ±miesznie � doda¢, »e to kto b¦dzie
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kolejnym Premierem Rzeczpospolitej Polskiej zale»y od demokratycznej decyzji suwerennego Parlamentu.
Nie ustala si¦ tego w Moskwie, Watykanie, Brukseli, Waszyngtonie ani w Poznaniu. Oczywi±cie ta ostatnia
uwaga nie ma nic wspólnego z logik¡.

Zadanie 3. Przypu±¢my, »e ka»dy z obywateli z niepustego zbioru X ma co najmniej jednego wierzyciela
w tym»e zbiorze. Niech relacja R ⊆ X ×X b¦dzie okre±lona nast¦puj¡co:

xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x jest dªu»nikiem y.
Przyjmijmy, »e R jest asymetryczna w X. Czy kto± w X jest wtedy swoim wªasnym wierzycielem?

Uzasadnij odpowied¹.
Co najmniej ile elementów musi mie¢ X? Uzasadnij odpowied¹.
Schn¦ z ciekawo±ci, jak wyrazisz polszczyzn¡ subteln¡ ale i dobitn¡ to, »e R jest w X spójna, a nie jest

w X przechodnia.
Rozwi¡zanie.

Zgodzimy si¦, »e relacje: by¢ wierzycielem oraz by¢ dªu»nikiem s¡ swoimi wzajemnymi konwersami, tzn.:
xRy ≡ x jest dªu»nikiem y

≡ y jest wierzycielem x
≡ yR−1x.

Mo»emy wi¦c czyta¢ wyra»enie xR−1y tak: x jest wierzycielem y. Prosz¦ zauwa»y¢, »e by¢ swoim
wªasnym wierzycielem to to samo, co by¢ swoim wªasnym dªu»nikiem, tj. dla dowolnego x ∈ X zachodzi:
xRx ≡ xR−1x.

Nietrudno zauwa»y¢, »e je±li R jest asymetryczna, to równie» R−1 jest asymetryczna.
Je±li R jest asymetryczna w X (a co za tym idzie, równie» R−1 asymetryczna w X), to nikt w X nie mo»e

by¢ swoim wªasnym wierzycielem. Przypu±¢my bowiem, »e obywatel x0 jest swoim wªasnym wierzycielem,
tj. i» zachodzi x0R

−1x0. Z asymetryczno±ci R−1 mamy: x0R
−1x0 → ¬x0R

−1x0. Na mocy reguªy modus
ponens mamy: ¬x0R

−1x0. Sprzeczno±¢.
Pokazali±my wi¦c, »e R−1 jest przeciwzwrotna. Jest oczywiste, »e je»eli R−1 jest przeciwzwrotna, to

równie» R jest przeciwzwrotna.
Je±li ka»dy obywatel w X ma co najmniej jednego wierzyciela w X, to zbiór X musi mie¢ co najmniej

trzy elementy. X z zaªo»enia jest niepusty. Przed chwil¡ pokazali±my, »e relacja R jest przeciwzwrotna,
wi¦c X nie mo»e by¢ jednoelementowy. R jest asymetryczna, wi¦c X nie mo»e mie¢ tylko dwóch elemen-
tów. Trójelementowe zbiory obywateli, w którym R jest asymetryczna oraz speªnia warunek ∀y∃x xR−1y
mog¡ istnie¢. Przypu±¢my np. (�kcyjnie!), »e Pan Prezydent jest dªu»nikiem Pana Premiera, Pan Premier
dªu»nikiem Pana Prezesa, a Pan Prezes dªu»nikiem Pana Prezydenta. Nie ma sprzeczno±ci logicznej, cho¢
sytuacja �nansowa wymienionych panów jest nieco skomplikowana. Biedna taka Rzeczpospolita.

To, »e R nie jest w X przechodnia wypowiedzie¢ mo»na np. tak: Wierzyciele moich wierzycieli nie-
koniecznie s¡ moimi wierzycielami. To, »e R jest w X spójna da si¦ wyrazi¢ np. tak: Ka»dy jest czyim±
dªu»nikiem lub wierzycielem. To oczywi±cie sformuªowania uproszczone. Negacja warunku przechodnio±ci
oraz warunek spójno±ci formalnie wygl¡daj¡ tak oto:

¬∀x ∈ X ∀y ∈ X ∀z ∈ X (xRy ∧ yRz → xRz)

∀x ∈ X ∀y ∈ X (x 6= y → xRy ∨ yRx).

Prosz¦ pami¦ta¢, »e mówi¡c o formalnych wªasno±ciach relacji trzeba bra¢ pod uwag¦ zbiory, na których
owe relacje s¡ okre±lone. Gdy do wspomnianego wy»ej zbioru {Prezydent, Premier, Prezes} (na którym R
jest spójna) dodamy np. pisz¡cego te sªowa, który nie pozostaje w »adnych zale»no±ciach �nansowych z
wymienionymi panami, to w tym czteroelementowym zbiorze R spójna ju» nie jest.

Na zako«czenie, »yczliwa rada dla naszych koreanistów: pami¦taj, »e przyjaciele twoich przyjacióªek
niekoniecznie s¡ twoimi przyjacióªmi. Wesoªych wakacji!

Jerzy Pogonowski
Zakªad Logiki Stosowanej UAM

www.logic.amu.edu.pl
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