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1. [3 punkty] Wyznacz elementy minimalne, maksymalne, najwigkszy i najmniej-
szy wzgledem inkluzji w zbiorze wszystkich niepustych co najwyzej czteroele-
mentowych podzbioréw zbioru {0, 1,2, 3,4}.

2. [4 punkty] (a) Co to znaczy, ze relacja R okreslona w zbiorze X jest asyme-
tryczna? (b) Podaj przyklad relacji, ktéra ma tg¢ wlasnos¢ i relacji, ktéra jej nie ma.
(c) Rozstrzygnij czy jest asymetryczna relacja R C R x R zdefiniowana warun-
kiem: x Ry wtedy i tylko wtedy, gdy Lz < "y . Tutaj L . jest funkcja podlogi, a
™ 7 jest funkcja sufitu.

3. [4 punkty] Pokaz, podajac kontrprzyktad, ze nie jest prawem rachunku zbioréw:

A—(B-C)=AU(C - B).

4. [4 punkty] Wyznacz (w mozliwie najprostszej postaci) pochodng funkcji:
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5. [5 punktéw] Wybierz doktadnie jedna z podanych propozycji i przeprowadz
dowdd:

1. Udowodnij, ze zbidr wszystkich jednoelementowych podzbioréw zbioru wszyst-
kich parzystych liczb naturalnych jest nieskoiiczony w sensie Dedekinda.

2. Udowodnij przez indukcje matematyczna, ze dla wszystkichn > 1:

n
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Liczba punktéw | Ocena

<11 2

11-12 3

13-14 3+

15-16 4

17-18 4+

19-20 5
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ROZWIAZANIA

MROWECZKA ISKIERECZKA

1. Zbiér {0,1,2, 3,4} ma pie¢ elementéw, a wigc ma 2° = 32 podzbioréw. Nie-
pustych i co najwyzej czteroelementowych jego podzbioréw jest 30, poniewaz nie
bierzemy pod uwage zbioru pustego () i catego zbioru {0, 1,2, 3,4}. W rodzinie
niepustych i co najwyzej czteroelementowych podzbioréw zbioru {0, 1,2, 3,4}:

1. Jest pig¢ zbioréw minimalnych wzgledem inkluzji. Sa to wszystkie pod-
zbiory jednoelementowe: {0}, {1}, {2}, {3}, {4}. Zaden inny zbiér z roz-
wazanej rodziny nie jest podzbiorem zadnego z tych zbioréw.

2. Jest pig¢ zbioréw maksymalnych wzglgdem inkluzji. Sa to wszystkie pod-
zbiory czteroelementowe: {0,1,2,3}, {0,1,2,4}, {1,2,3,4}, {0,1, 3,4},
{0,2,3,4}. Zaden inny zbi6r z rozwazanej rodziny nie jest nadzbiorem zad-
nego z tych zbioréw.

3. Nie istnieje element najmniejszy wzgledem inkluzji, gdyz nie istnieje w
rozwazanej rodzinie zbidr, ktéry bylby zawarty we wszystkich pozostatych
zbiorach tej rodziny.

4. Nie istnieje element najwigkszy wzgledem inkluzji, gdyz nie istnieje w roz-
wazanej rodzinie zbior, ktéry zawieratby wszystkie pozostale zbiory tej ro-
dziny.

2. (a) Relacja R C X x X jest asymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszyst-
kichxz € X oraz y € X: jesli x Ry, to nie zachodzi y Rx.

(b) Asymetryczna jest np. relacja mniejszosci w zbiorze liczb rzeczywistych,
nie jest za$ asymetryczna np. relacja réwnosci w tym zbiorze.

(c) Przypominamy definicje funkcji podtogi i sufitu:

1. Lz to najwigksza liczba catkowita, ktéra jest mniejsza lub réwna z;

2. "z7to najmniejsza liczba catkowita, ktéra jest wigksza lub réwna z.

Relacja R zdefiniowana warunkiem xRy wtedy i tylko wtedy, gdy Lz < "y

nie jest asymetryczna, poniewaz istnieja x € R oraz y € R takie, ze xRy oraz
_ 6 ; _ 7. o, o ; ;.

yRrx. Mamy np. dlaxz = 2 iy = z:rxa < Ty'oraz Ly, < "z, poniewaz:

6 | _ 7T _ r6_ -7 _
I_5_|—1,I_5J—1, = =2, 5 =2.



Widaé zatem, ze: 1 = L%J < '—%"' =2orazl = L%J < ,—gq = 2.

3. Znalezienie kontrprzyktadu dla réwnosci A— (B —C) = AU(C — B) polega na
podaniu takich zbioréw A, B i C, ze wynik operacji po lewej stronie tej rownosci
nie bedzie tozsamy z wynikiem operacji po prawej stronie.

Mozna narysowac¢ diagram Venna dla trzech zbioréw, umieszczajac jakies ele-
menty w kazdej sktadowej i policzy¢, czemu réwna jest lewa i prawa strona roz-
wazanej rownosci. Jesli wynik wykonanych operacji po lewej stronie nie bedzie
tozsamy z wynikiem operacji wykonanych po prawej stronie, to podane zbiory sta-
nowia kontrprzyktad, ze rozwazana rowno$¢ nie jest prawem rachunku zbioréw.

W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:

A={1,2,4,5}, B=1{2,3,5,6},C = {4,5,6,7}

Wyznaczamy wynik operacji wykonanych po lewej stronie rownoSci:

B-C=1{2,3}

A—(B-C)={1,4,5}

Wyznaczamy wynik operacji wykonanych po prawej stronie réwnosci:

C—-B={4,7}

AU (C—-B)=1{1,2,4,5,7}

Widzimy zatem, ze:

A—(B-C)={1,4,5} #{1,2,4,5,7} = AU (C — B).

Podane zbiory A, B i C stanowia zatem kontrprzyktad, ze rozwazana réwnos¢
nie jest prawem rachunku zbioréw.
4. Obliczajac pochodng funkcji f(z) = \/? korzystamy ze wzoréw na po-
chodna: ilorazu funkcji, iloczynu funkcji, funkcji ztozonej, funkcji wyktadniczej
i funkcji pierwiastkowej. Jest to zatem zadanie, w ktérym stuchacze moga wy-
kaza¢ si¢ znajomoS$cia rézniczkowania wielu rodzajow funkcji. Ponadto, zadanie
mozna rozwigzaé réznymi sposobami.

Sposob pierwszy. Obliczamy pochodna:
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Sposob drugi. Najpierw zauwazmy, ze Y 2= = Y —— = N pozwala
nieco uprosci¢ proces obliczania pochodnej (w tym sensie, ze nie musimy liczy¢

pochodnej iloczynu x - e*). Jesli zatem f(x) = \/‘/e;, to:
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5.1. Zbiér X jest nieskoficzony w sensie Dedekinda wtedy i tylko wtedy, gdy jest
réwnoliczny z jakim$ swoim podzbiorem wlasciwym Y, czyli gdy istnieje bijekcja
f: X =Y, gdzieY C Xoraz X #Y.

Zbiér wszystkich jednoelementowych podzbioréw zbioru wszystkich parzy-
stych liczb naturalnych to zbiér: X = {{2-n} : n € N} = {{0}, {2}, {4}, {6},...}.
NiechY = {{2-n}:n € X} = {{0}, {4}, {8}, {12},...}. Wtedy f jest surjek-
cja, czyli dla kazdego y € Y istnieje x € X taki, ze y = f(x), poniewaz kazdy
element {y} jest postaci {2-2-n}, gdzie n € N. Ponadto, f jest funkcja wzajemnie
jednoznaczna, czyli jesli 1 # xo, to f(z1) # f(x2), gdyz jesli {m} # {n}, to
réwniez {2 - m} # {2 - n}. Tak wigc f jest bijekcja X na Y. Wreszcie, Y C X
oraz X #Y,gdyznp. {2} € X - Y.

5.2. Dow6d indukcyjny tego, ze:

3" -1

0434324334+ 437 = 5

przebiega nastgpujaco:

Krok poczaqtkowy. Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest 1. Lewa strona
rozwazanej réwnosci ma wtedy postaé 3%, a to jest réwne 1. Prawa strona rozwa-
zanej réwnosci ma wtedy postaé % a to jest réwne % = 1. Tak wigc, rownosé
zachodzi dla majmniejszej liczby z rozwazanego zakresu.

Krok nastepnikowy. Czynimy zalozenie indukcyjne dla k > 1:

0 1 2, 93 1 31
3 +3 +3+3+...+3 = 5
Mamy udowodnié, ze przy tym zatozeniu zachodzi:
3k+1 -1
3043 432433 4. 3kt p3k = —

Suma 3° 431432433 4. .. 4+3%"1 43" jest, na mocy zatozenia indukcyjnego,

2 k_ . k_ k_ .2k 2k _ k+1_
réwna: 21 4 3%, Obliczamy: 351 4 3k = =123° — 33 =1 _ 550 =1




Udowodnili$my zatem, ze jesli 3° + 3! 4+ 32 +33 + ... + 3F! = 3k;1, to
30430 432 438 4. 43kl g3k = 3L

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej rozwazana nierdwnos¢é
zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n > 1.

Latwo zauwazy¢, ze dowodzona rownos¢ jest szczegdlnym przypadkiem zna-
nego ze szkoly wzoru na sume¢ n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego.
W edukacji uniwersyteckiej ktadziemy nacisk na umiejg¢tno$¢ dowodzenia twier-

dzen, a nie na zapamigtywanie wzoréw.




