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To jedno z najwazniejszych pojeé matematycznych. Zawsze bylo ono tez Zré-
dtem wielu probleméw filozoficznych. Budzito i budzi emocje: strach, podziw, itd.
Zongluje si¢ nim do$¢ swobodnie w systemach religijnych. Czy potrafimy porzad-
nie zdefiniowaé nieskoriczonos¢? Zastandw si¢ przez chwile, czy widzisz mozli-
wos¢ precyzyjnego okreslenia, ze czego$ jest nieskoniczenie wiele, bez odwoty-
wania si¢ do np.: czasu, przestrzeni, uporzadkowania. Prawdopodobnie w miarg
fatwo przychodzi ci obcowanie z nieskoriczonosciq potencjalng — z przypadkiem,
gdy mozna bez ograniczen stale powigkszac jakas$ kolekcje obiektéw. Mozesz na-
tomiast z pewnym-takim-wahaniem by¢ sktonna do uznania, ze istnieje rowniez
nieskoriczonos¢ aktualna — oraz ze mozemy wykonywaé pewne operacje na ujmo-
wanych w cato$¢ obiektach nieskoniczonych. Z pewnoscia zaczniesz si¢ buntowacé,
gdy dowiesz si¢ o istnieniu catej skali réznych (!) nieskoriczonoSci.

Nieskoriczone pojawia si¢ w matematyce w roznych postaciach. Méwi si¢ wigc
o zbiorach nieskoriczonych — wtedy myS$limy o czymS§ nieskoriczenie duzym. Mo-
zemy jednak takze prébowac rozmyslaé o czyms$ nieskoriczenie matym. Obiekty
matematyczne moga tez by¢ nieskoriczenie ztozone. Matematycy nie znaja strachu
przed sumowaniem nieskonczenie wielu wielko$ci, potrafig ustalaé, kiedy takie su-
mowanie daje w wyniku wielko$¢ skoriczona, a kiedy tak nie jest. Swiat fizyczny
moze by¢ skoiczony, ale jego opisy moga wymagaé postuzenia si¢ np. przestrze-
niami o nieskoniczonej liczbie wymiaréw. Teorie lingwistyczne zmuszone sa do
zaktadania, ze zbioér poprawnych syntaktycznie wyrazefi dowolnego jezyka jest
nieskonczony. Nawet tak banalna sfera Egzystencji Ludzkiej, jaka sa finanse nie
potrafi oby¢ si¢ bez nieskoficzonosci.



1 Nieskonczone lapéwki

Wyobraz sobie, ze kto§ zamierza ofiarowac ci nieskoriczong liczbg kopert: pierwsza
zawiera ztotéwke, druga dwa ztote, trzecia trzy ztote, itd. — n-ta koperta zawiera
n zlotych. Pomijamy oczywiScie czysto fizyczne aspekty darowizny, czyli zakla-
damy, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 istnieje koperta, ktéra pomiesci n
ztotych. Taka darowizna urzadza ci¢ do konca zycia (i dlugo potem). Powiedzmy
jednak, ze darczyiica daje ci wybdr: albo pozostajesz przy obecnej wersji poda-
runku, albo przyjmujesz od niego nieskoriczonq liczbe kopert, z ktérych pierwsza
zawiera dwa ztote, druga cztery zlote, trzecia sze$¢ ztotych, itd. — n-ta koperta za-
wiera 2n zlotych. Mozesz tez wyobrazi¢ sobie, ze masz do czynienia z dwoma
fapéwkarzami — jeden przedstawia ci pierwsza oferte, a drugi druga. Co oplaca si¢
wybracé? Z jednej strony, w drugim przypadku dostajesz w sumie dwa razy wigcej
pienigdzy niz w pierwszym. Z drugiej natomiast strony, w drugim przypadku dosta-
jesz w sumie tylko potowe tego, co dostatbys w pierwszym przypadku (bo znikaja
wszystkie koperty zawierajace nieparzystq liczbe ztotéwek). Co wybierasz? Ktéra
Z propozycji jest obiektywnie korzystniejsza?

2 Spirala o nieskonczonej liczbie zwojow

Narysujmy pétokrag o promieniu r, o Srodku w poczatku uktadu wspétrzednych
na plaszczyznie (powiedzmy w gbrnej pétplaszczyznie). Teraz narysujmy pétokrag
(o promieniu 5) w dolnej pétptaszczyznie, ktérego kofice umieszczone sa na osi
odcigtych w punktach o wspétrzednych (0, 0) oraz (r,0). W kolejnym kroku rysu-
jemy pétokrag (o promieniu ;) w gérnej pétptaszczyznie, ktérego kofice znajduja
si¢ na osi odcigtych w punktach o wspétrzednych (0,0) oraz (5, 0). Operacje te
powtarza¢ mozemy w nieskoniczono$¢ — powstaje w ten sposéb spirala o nieskori-
czenie wielu zwojach, otaczajacych ,,coraz ciasniej” pewien punkt na osi odcigtych.

Jaka jest dtugos¢ tej spirali?

3 Spirala nieskonczona

Niech a1 > as > a3 > ..., gdzie a, € R, dla n € N. Budujemy spiralg z
odcinkéw o dtugosciach: ay, a1 + ag,az + as, ... (powiedzmy, prawoskretna, kat

oo
skretu — 7). Dtugos¢ tej spirali to: 2 ) a,,. Spirala miesci si¢ na ograniczonym
n=1
obszarze. Dla ciagu a, = ¢" ! oraz ¢ = 19750 spirala ma dhugos¢ 40. Stosujemy
w tym przypadku znany ze szkoty wzér, wykorzystany w poprzednim punkcie. A
jaka jest jej dlugosé dla ciagu a,, = +?

T n



4 Gra Smullyana

Przypusémy, ze masz nieskonficzenie wiele kul, ponumerowanych dodatnimi licz-
bami catkowitymi, przy czym kazda taka liczba jest umieszczona na nieskonicze-
nie wielu kulach (masz wigc nieskoniczenie wiele kul z jedynka, nieskoiczenie
wiele z dwdjka, nieskoriczenie wiele z trdjka, itd.). Masz tez pudetko, ktdre za-
wiera skonczenie wiele ponumerowanych kul. Celem zabawy jest opréznienie pu-
detka, wedle nastepujacej reguty. W kazdym kroku wyjmujesz pewna kulg, a na jej
miejsce wktadasz catkiem dowolna skoriczong liczbg kul o mniejszych numerach.
Poniewaz nie ma mniejszych od jedynki dodatnich liczb catkowitych, wigc kuli z
jedynka niczym nie zastepujesz. Rozwiazanie wyglada prosto: wystarczy, ze zasta-
pisz kazda kule w pudetku kula z jedynka, a potem wyjmiesz te wszystkie kule z
jedynka po kolei. Ciekawe w tej zabawie jest jednak to, Ze nie mozna z géry ogra-
niczy¢ liczby krokéw potrzebnych to opréznienia pudetka — pamigtajmy, Zze mozna
wutrudniaé” poprzez doktadanie dowolnej skoniczonej liczby kul, byle o numerze
mniejszym niz numer kuli zastgpowanej. Czy potrafisz uzasadni¢, ze zabawa musi
zakoriczy¢ si¢ po skoniczonej liczbie krokéw?

5 Lampa Thomsona

Lampa Thomsona dziata w spos6b nastepujacy. Swieci, gdy jest wiaczona, nie
Swieci, gdy jest wylaczona. W momencie ¢ = 0 jest wlaczona, w momencie ¢ =
1 jest wylaczona, w momencie ¢ = % jest wlaczona, w momencie t = % jest
wylaczona, itd. Nie jest istotne, w jakich jednostkach mierzymy czas — powiedzmy,
ze bgda to minuty. Tak wigc, lampa Swieci przez minutg, potem przez pét minuty
nie §wieci, potem przez ¢wieré minuty §wieci, potem przez jedna 6sma minuty nie
Swieci, itd. Czy w czasie t = 2 lampa §wieci czy nie?

6 Kule Laugdogoitii

Wspoétczesnie rozwaza si¢ np. nastepujacy paradoks (takze podpadajacy pod kate-
gorig supertasks), ktory sformutowal Pérez Laugdogoitia. WyobraZzmy sobie, zZe na
odcinku AB rozmieszczone sg jednakowe masy punktowe w nieskonczonej licz-
bie, w ten sposéb, ze pierwsza z nich znajduje si¢ w punkcie B, druga w punkcie
|AB] . |AB] |AB| . o: . .

5, trzecia w =, czwarta w 5, itd. JeSli wprawimy w ruch z predkoscia v
pierwsza z nich (tak, ze podazy ona w kierunku drugiej), to — zgodnie z mechanika
Newtona — po zderzeniu pierwszej masy z druga ta pierwsza zatrzyma si¢, a druga
uzyska predkos¢ v, zderzy sig z trzecia, druga zatrzyma sig, a trzecia uzyska pred-

kos¢ v, itd. W czasie t = IAUﬂ ustang wszystkie zderzenia. Czy wtedy w punkcie



A pojawi si¢ ktéra$ z tych mas punktowych? Ponadto, skoro réwnania ruchu nie
zaleza od kierunku uptywu czasu, to czy masy punktowe rozmieszczone w podany
wyzej sposéb moga spontanicznie (,,same z siebie”) zapoczatkowaé seri¢ zderzen
spowodowanych ich ruchem w kierunku przeciwnym do wczes$niej rozwazanego,
tak, iz masa w punkcie B zacznie poruszaé si¢ (z dowolng wiasciwie predkoscia)?

7 Muchai PKP

Odlegtosé z A do B wynosi 300 kilometréw. Z obu tych miejscowosci wyjezdzaja
jednoczes$nie dwa pociagi PKP Intercity i pgdza ku sobie z prgdkoscia 50 kilo-
metrow na godzing. Jednocze$nie mucha wylatuje z A, dolatuje do pociagu, ktéry
wyruszyt z B, zawraca, dolatuje do pociagu, ktory wyruszyt z A, i tak dalej. Mucha
leci caty czas z predkoscia 100 kilometréw na godzing. Mucha kontynuuje swdj lot
do momentu, w ktérym pociagi si¢ spotkaja (tzn. zaczna si¢ mija¢, PKP Intercity
nie przewiduje w rozkltadzie jazdy zderzen pociagéw). Ile kilometréw przeleci mu-
cha? Por6wnaj matematyczna tre$¢ zagadki z jej interpretacja fizyczna.

8 Pragnienie arcybiskupa

Wierni w jednej z parafii na dalekiej pétnocy kraju podarowali swojemu arcybisku-
powi ksztattna flaszke wypetniona winem. Ma ona mianowicie ksztalt nastgpujacy:
sktada si¢ z walca o promieniu i wysokoSci réwnej jednostce (np. jednemu me-
trowi) oraz szyjki, ktéra jest powierzchnia powstata poprzez obrét wykresu funkcji
f(z) = % w przedziale od 1 do nieskoniczonoSci. Czy arcybiskup bedzie pit z niej
wiecznie, zaktadajac, ze codziennie pragnie, powiedzmy, ¢wiarteczki?

9 Maksymalny nawis

Te zagadke formutuje si¢ zwykle dla kart lub monet uktadanych tak, aby tworzyty
nawis wystajacy poza stét (ale spotykamy takze inne zabawne fabuty — np. budow-
lane). Ktadziemy na stole monetg w ten sposéb, aby wystawata nieco poza krawedz
stotu. Na niej ktadziemy nastgpna monetg tak, aby wystawata nieco poza krawedz
pierwszej. I tak dalej. Jakiej wielkoSci nawis mozemy w ten sposéb utworzy¢, bez
zawalenia si¢ catodci pod wptywem sily grawitacji?



10 Sztuczki Eulera

Euler genialnie radzit sobie z sumami (oraz iloczynami) nieskoficzonymi, choé
w jego czasach nie dysponowano jeszcze Scistymi kryteriami zbieznoSci. Euler

(o]
udowodnit np.: 21 % = %2 (oraz wielka mnogos¢é innych rezultatéw — do dzisiaj
n=
nie zdotano opublikowaé wszystkich jego rgkopiséw). Czy potrafisz uzasadnic, ze
oo
> # jest wielkoscia skoriczong?

n=1
Spierano si¢ o warto§¢ sumy nieskoriczonego szeregu (Grandiego):

1-1+1-141-1+1-1+...

Mamy bowiem:

1-HD+01-1H)+1-H)+(1-1)+...=04+0+04+0+...=0,
ale takze:
I+(-1+)4+(-1+)+(-1+1)+...=14+04+04+0+...=1.

Jesli S miataby by¢ suma rozwazanego szeregu, to:
S=1-14+1-14+1-141-14... =1—-(1—-14+1-14+1-141-1+...) = 1S5,

czyli2S = 1,azatem S = % Czy zglaszasz sprzeciw?

Euler (ktéry traktowat oo jak liczbe oraz uznawat, ze 14+2+3+4+5+. .. = 00),
uzasadnial, iz oo < —1. Czy potrafisz poda¢ argumentacjg, ktéra mogtaby zostaé
w tym celu wykorzystana?

Rozwiazania zagadek podane zostang na wyktadzie.
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